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Entwickelung der Methode. 



1. Die Wurzeln der Gleichung. 

Die Wurzeln der Gleichung 

^z_^ax^^^x-{-c = ± Null 

nennen wir allgemein (jCj), (x^) und (x^). Die Zahlenwerthe dieser Wurzeln seien 
a , ß und y , welche indessen zwischen den allgemeinen Wurzeln x^ , x^ und x^ 
Verschieden wechseln können, so dass z. B. x^ der Reihe nach den Werth a, ß 
und y haben kann. 

Indem wir zunächst die Wurzel x^ als Basis annehmen , bezeichnen wir die 
Differenz zwischen x^ und x^ allgemein mit d, die Differenz zwischen x^ und x^ mit e. 

Wir erhalten somit folgende Gruppen : 



(x^=a 

I. a. < ^Cg = /^ = a -j- (Jj 

(x,=a 

I. b. ^ jcg = y = öf -(- dj 

[x^ = ß = a-\'€^ 

ix, = ß 

u.a. 4x2==a=ß'^o. 
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II. b. lx^ = y = ß-{-d^ 

(x, = y 

in. a. lx^ = a = y-f'0^ 

III. b. .Jjc2 = /y = y-f (J, 



(Jj=(/y — a) 
^i = (y — ö) 

<^2 = (y — «) 

«2 = (/^ — «) 
d, = -(ß-a) 

h = (y — ^ 
\ = iy — ß) 

8^= — (ß — a) 

«»5 = — (y — «) 
^5 = -(y — Ä 

«6 = — (y - «) 



'6 

'3 — "^ — y "T ^6 

Wir erhalten somit sechs verschiedene Werthe für d und ebenso sechs ver- 
schiedene Werthe für e; thatsächlich aber haben wir es nur mit drei verschiedenen 
Werthen zu thun , von denen jeder sowohl für d wie für e einmal positiv und 
einmal negativ auftritt. 

Femer haben wir: 

^1 "h <^4 = ^2 

<^2 + <^5 = ± O 
<^3 + <^6=<^5- 

Entsprechend verhalten sich die Werthe für e. 
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Setzen wir ferner die gleiche Summe je zweier zusammengehöriger Differenzen 
der I. Gruppe: 

und ebenso in der zweiten und dritten Gruppe : 

<^6 + «5 = <^6 + «6 = ^3 

SO haben wir: 

^i + 4 4-^3=Null. 

Diese Verhältnisse der unter verschiedenen Formen auftretenden Wurzel- 
Differenzen muss man im Auge behalten , da man bei Lösung der Gleichung zeit- 
weilig auf verschiedenen Wegen vorgehen kann und dann auf verschiedene Wurzel- 
Differenzen stössty deren Verhältniss zu kennen zweckmässig ist. 

2. Die Koeffizienten der Gleichung. 

Bildet man die Gleichung aus den drei Wurzel- Werthen a, ß und y, so er- 
hält man : 

Wir setzen femer: 
N. II a=-(a + /?+y), 

N. m b = {aß-\-ay'\'ßy), - 

N. IV € = — aßy. 

Setzen wir in die obigen drei Gleichungen für ß und y die gleichwerthigen 
Ausdrücke (a + S) und (a -(~ ^) ^^^^ so erhalten wir : 

N. V a = — (3a + cJ-f-e), 

N. VI ^ = 3a*4~ 2a(J+ 206 + (Je, 

N. VII ^ = — (a3-f «»(f + a^a-f ade). 

Durch Kombination von V und VI erhalten wir: 
N. VIII 05»— 3^ = cJ« — Je + e«. 

Durch Kombination von V und VII erhalten wir: 
N. IX. — fl'-|- 27^ = 9acJ» + 9<^^^ — gade + 3<^€^ -h 3<^^€+ <^'-|- €'• 

Femer durch Kombination von V und VIII: 
N. X. . 3a* — ^ab= — 9acJ^ — ^aa^ -j- ^ade — 3(J^ — 3«^ 

Endlich durch Addition von IX und X: 
N. XI. . 20^ — ^ab -\- 2TC = — zd^ — 2 6'-j- 3d»6 -[~ 3^^*- 

Die beiden Gleichungen VIII und XI spielen in der folgenden Untersuchung 
eine hervorragende Rolle ; sie dienen gewissermassen dazu, das Innere der Gleichung 
aufzuschliessen ; ich nenne daher die Gleichung N. VIII. den kleinen und die 
Gleichung N. XI. den grossen Schlüssel der Gleichung. 

3. Der kleine Schlüssel und die Bestimmungs-Gleichungen der Wurzeln. 

Der eine Werth der kleinen Schlüssel - Gleichung {a^ — 3 ^) kann aus der 
Gmnd-Gleichung ohne Weiteres berechnet werden ; der andere Werth der Gleichung 
ist eine Funktion der beiden unbekannten Differenzen d und e. 

Der Kürze wegen setzen wir: 

a^ — 3 ^ = j = (J2 — (Jß _|-. e« 

und erhalten hieraus ohne Weiteres : 

N. XII j=i±i^iI£II*. 
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Durch Einsetzen dieser Gifeichung in V erhalten wir: 

N. XIII ^^-2a-3eTV4s-3J^^ 

6 
Ferner unter Berücksichtigung, dass ß = (a ~\- d) und y = (a -j- s) ist : 

N. XrV ß^ ;^ ^- und 

6 

N. XV -2a+3eT/4.-3i». 

6 

Vorgreifend sei bemerkt, dass die Frage, wann der Werth der Wurzel y^^s — 3^^ 
reell, wann Null und wann imaginär ist — später erörtert werden wird. 

Unsere Aufgabe ist gelöst, wenn wir € bestimmen können; hierzu benutzen 
wir den grossen Schlüssel. 

4. Der grosse Schlüssel und die Bestimmungs-Gleichungen der Differenzen. 

Der eine Werth der grossen Schlüssel - Gleichung (20^ — ^ad-^ 2'jc) kann 
aus der Grund-Gleichung ohne Weiteres berechnet werden ; der andere Werth der 
Gleichung ist eine Fimktion der beiden unbekannten Differenzen d und s. 

Der Kürze wegen setzen wir: 

N. XVI. 2a^—gad-]-'2TC = S = —2d^—2£^-\'Sd^€+sd€^. 

Da diese Gleichung die beiden Unbekannten in der dritten Potenz enthält, 
so kann sie nicht ohne Weiteres zur Entwicklung derselben benutzt werden. 

Wir zerlegen die Funktion der beiden Unbekannten in ihre Faktoren und 
erhalten : 

S = {2d — e){2e — d){3 + e). 

Ferner benennen wir diese Gruppen-Faktoren mit A , B und C und 
erhalten so : 
N. XVn ^=2(J— e, 

N. XVm B=2B—6, 

N. XDC C=cJ-f e, 

N. XX A^B=C, 

N. XXI A.B,a = S, 

Aus XVII erhalten wir : 
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Durch Multiplikation von XVIII und XIX erhalten wir: 

. s±Yge^-^^BC 

o = • 

2 

Durch Gleichstellung beider für d gewonnenen Werthe erhalten wir: 

€ = ^}/a^-\-4BC. 

Setzen wir die diu-ch Funktionen von A, B und C ausgedrückten Werthe für 
3 und € in die kleine Schlüssel-Gleichung ein, so erhalten wir : 

N. XXII A^^BC=3s, 

Durch entsprechendes Verfahren — indem wir erst B und dann C der Be- 
rechnung zu Grunde legen — erhalten wir ferner: 

N. XXm B^ + AC=3s und 

N. XXIV C^ — AB=3s. 

Die Gleichungen XXII, XXIII und XXIV sind gewissermassen identisch; 
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setzen wir in jede derselben aus XX den Werth C^=A"{-B ein, so erhalten wir 
in allen drei Fällen die Gleichung: 

N. XXV A^-^AB+B^ = ss. 

Hiermit erhalten wir sofort: 
N. XXVI ^^-A±Vi.s-3^ 

femer unter Berücksichtigung, von N. XX auch : 

N. XXVII c=±A±}!jIIEi^. 

2 

Die Lösung unserer ganzen Aufgabe ist jetzt also auf die Bestimmung des 
Werthes von A zurückgeführt. 

5. Wechselverhältniss zwischen den Funktionen A, B€ und ABC. 

Aus XXII erhalten wir: 

N. XXVni 3S — A^ = JBC. 

Multipliziren wir beide Seiten der Gleichung mit A, so erhalten wir rechts 
die uns als bekannt gegebene Grösse ABC= S, den grossen Schlüssel ; die linke 
Seite der Gleichung aber würde A in der dritten Potenz enthalten, für uns also 
nicht direkt brauchbar sein ; wir müssen versuchen , A durch eine Funktion einer 
uns bekannten Grösse auszudrücken. 

Nehmen wir an, es sei A= )/ss, so geht Gleichung XXVIII über in 

3 j — 3s = Null, 
also auch ^C=Null; 

in diesem Falle wird auch ABC zu Null werden. 

Ist nun etwa der grosse Schlüssel »S = Null , was ja der Fall sein kann , so 

wäre durch A=}/3s die Lösung unserer Aufgabe gegeben; durch Anwendung 
von XXVI und XXVII werden wir die Werthe für die beiden anderen Gruppen- 
Faktoren B und C erhalten, ferner durch Anwendung von XVII, XVIII und XIX 
die Werthe für die Differenzen, endlich diurch Anwendung von XIII, XIV und XV 
die Werthe der Wurzeln. 

Der Fall , dass S = Null , wird aber nur eine Ausnahme sein ; meist wird 
der grosse Schlüssel grösser oder kleiner als Null sein, also ABC=s ± S. 

Setzen wir A ^ -^-y^s, so haben wir: 

BC=3S — ss = ±o; 

ABC= S wird ebenfalls Null. 

Denken wir uns den positiven Werth von A wachsend, etwa: 

(wobei / zunächst positiv zu denken ist) so ist 

Der Ausdruck 

3 s — A^, also auch BC, 

wird dann negativ, je grösser der positive Werth von A wird, desto grösser 
wird der negative Werth von BC. 

Wir haben jetzt A durch die Funktion j/(3 -j- p) s ausgedrückt , wobei s ge- 
geben, / zunächst beliebig zu wählen ist. 

Multipliziren wir jetzt in der Gleichung 

3s — A^ = BC 
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die linke Seite mit dem Ausdruck }/{;^ -\-p) s = A, die rechte Seite mit A selbst, 
so erhalten wir: 

(35 — A') y{3-\-f)s = ABC= S. 

Da A positiv, BC negativ ist, so muss in diesem Falle ABC negativ werden, 
also auch = — S sein. 

Das Wachsen für den positiven Werth von A und für den negativen Werth 
von ^C in der bisher betrachteten Richtung hat keine Grenzen, kann also beliebig 
fortgesetzt gedacht werden. 

Kehren wir zu dem Ausgangspunkt unserer Betrachtung zurück : 

A^= -\- y$s und 

3j_^2 = ^C=Null, 

so können wir uns den positiven Werth von A auch abnehmend denken, etwa 

A = -{^l/{3—p)s; 

in diesem Falle ist 

(35 — A^, also auch BC ist also positiv. 

Je kleiner der positive Werth von A wird, desto grösser wird zu- 
nächst der positive Werth von BC, folglich auch der positive Werth von ABC. 

Dieses mit dem fallenden Werth von A steigende Werthverhältniss von BC 
erreicht seine Maximal-Grenze für (-<4 = Null), in welchem Falle BC= ^s ist. 

Das mit dem fallenden Werth von A steigende Werthverhältniss von ABC 

findet bereits fiiiher seine Maximal-Grenze für (-^ = Y~s)f in welchem Falle BC^= 

3j — j = 2J und ABC=^ 2sy s wird. 

Sobald der positive Werth von A unter ys hinabsinkt, wird, wie oben ge- 
sagt, allerdings BC noch steigen, aber A^C sinken, bis für (-^ = Null) BC= ^s 
und ^^C=Null wird. 

Sinkt der Werth von A unter Null hinab, d. h. wird A negativ, so wird sich 
die ganze bisher geschilderte Skala wiederholen, aber mit umgekehrten Vorzeichen. 

ABC wird jetzt unter Null hinabsinken, d. h. negativ werden, für (-<4 = — }/ s) 
als negative Grösse das Maximum (also eigentlich das Minimum) erreichen , dann 

als negative Grösse steigend sich wieder der Null nähern, diese für (^ = — V^s) 
erreichen und von nun an bei weiterem Sinken von Ä selbst als positive Grösse 
fortgesetzt steigen ohne Grenze. 

Betrachten wir die nachstehende schematische Uebersicht, welche die obigen 
Auseinandersetzungen zusammenfasst, so erhalten wir folgendes Bild : 

Eine Mittellinie, welche für Ä und ABC den Nullpunkt, für -SC das 
Maximum darstellt, scheidet das Schema in eine obere und eine untere Hälfte. 

Von der Mittellinie ausgehend ist A in der oberen Hälfle stets steigend und 
positiv, in der unteren Hälfte stets fallend und negativ. 

Von der Mittellinie — dem Maximum für den Ausdruck BC — ausgehend, 
fallt BC nach beiden Seiten hin ohne Aufhören und ist dabei bis zum oberen 
und unteren Nullpunkt positiv ; über diese beiden Punkte hinaus ist B C auf beiden 
Seiten des Schemas stets negativ. 

Für ABC liegt in der Mittellinie der mittlere Nullpunkt, in der oberen 
Hälfte ausserdem der obere, in der unteren der untere Nullpunkt ; zwischen 
dem mittleren und dem oberen Nullpunkt liegt das Maximum (positive Maximum), 
zwischen dem mittleren und dem unteren Nullpunkt liegt das Minimum (negative 
Maximum). 

ABC ist vom mittleren Nullpunkt bis zum Maximum steigend positiv, dann 
bis zum oberen Nullpunkt fallend positiv ; jenseits des oberen Nullpunktes grenzen- 
los fallend negativ. 
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A 



BC 



ABC 



+v 



3S 



3i — 3J = Null 



Null 



+ V' 



dbNull 



-V' 



-V 



3^ 



3^ J = -}- 2f 



-\- Zs Maximum 



3J J= -|- 2S 



3 j — 3 ^ = Null 



-)- isys Maximum 



±Null 



isy s Minimum 



Null 



Die Pfeilspitze zeigt die steigende Richtung an. Der glatte Strich 



bezeichnet einen positiven, der schraffirte Strich | | | einen negativen Werth. 
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ABC ist vom mittleren Nullpunkt bis zürn Minimum fallend negativ , dann 
bis zum unteren Nullpunkt steigend negativ; jenseits des unteren Nullpunktes 
grenzenlos steigend positiv. 

6. Arithmetische Orte für S. 

Für die zahllosen möglichen Werthe der Funktion ABC ist somit eine arith- 
metische Linie festgelegt , welche durch fünf Pfeilerpunkte — die drei Null- 
punkte, das Maximum und das Minimum — in vier begrenzte und zwei unbegrenzte 
Abschnitte zerlegt ist. Der Kürze wegen gebe ich diesen Abschnitten folgende 
Bezeichnungen : 

1. Der obere äussere Abschnitt — jenseits des oberen Nullpunktes; 

2. der obere mittlere Abschnitt — zwischen dem oberen Nullpunkt und dem 
Maximum ; 

3. der obere innere Abschnitt — zwischen dem Maximum und dem mittleren 
Nullpunkt ; 

4. der untere innere Abschnitt -*- zwischen dem mittleren Nullpunkt imd 
dem Minimum ; 

5. der untere mittlere Abschnitt — zwischen dem Minimum und dem unteren 
Nullpunkt ; 

6. der untere äussere Abschnitt — jenseits des unteren Nullpunktes. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, wo bez. wie oft S in der für die Werthe 
von ABC entwickelten Reihe zur Erscheinung kommt. 

Ist 5<^2jj/j, so wird 5 in jedem der sechs Abschnitte einmal erscheinen, 
und zwar dreimal positiv und dreimal negativ. 

Ist 5=2f|/j, so wird es im Ganzen nur viermal erscheinen, nämlich je 
einmal in jedem der beiden äusseren Abschnitte und dann im Maximum- und 
Minimum-Punkt. 

Nehmen wir an, es sei S^ 2SY s, so kann es nur je einmal in jedem der 
beiden äusseren Abschnitte zur Erscheinung kommen; die Frage, ob und wann 

überhaupt 5^ 2$}^ s sein kann, wird später erörtert werden. 

Nehmen wir an, es sei S<^2sVs und positiv, so wird es erscheinen: 

1. im oberen mittleren Abschnitt — in diesem Falle ist A^ positiv und BC 
positiv, also B und C entweder beide positiv oder beide negativ; 

2. im oberen inneren Abschnitt — in diesem Falle ist A^ wiederum positiv 
und auch BC positiv; 

3. im unteren äusseren Abschnitt — in diesem Falle ist A^ negativ und BC 
negativ, also B und C haben verschiedene Vorzeichen. 

Die entsprechenden Verhältnisse für den negativen Werth von S sind 
den obigen Ausführungen gemäss aus dem Schema zu entnehmen. 

7. Gegenseitiges Verhältniss der für A möglichen drei Werthe. 

Für den positiven Werth von S sind also drei verschiedene Werthe für A 
vorhanden , die wir mit A^ , A^ und A^ bezeichnen ; wir haben das gegenseitige 
Verhältniss dieser drei Werthe zu untersuchen. 

A^ muss zwischen -j- ^ ^s und -\- ^ s liegen, A^ zwischen -|- j/j und Null; 
wir setzen : 

A^ = A^ — /. 

Im oberen mitderen Abschnitt haben wir; 

[is — A,^]A, = + S; 
im oberen inneren Abschnitt ferner: 

[ZS—{_A,-py]{A,-p) = + S. 
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Durch -Kombination dieser beiden Gleichungen erhalten wir: 

^ = 3iiA»^^ZZZ3V, also 



N. XXIX. . . Ä^ = Ä^ —p = i-LJ^ ^—^-- . 

A^ ist , wie wir oben gesehen haben , negativ ; sein absoluter Werth muss 

^V Z^ sein. Wir setzen 

A^=sA^-\-^, 
dann ist wieder 

[35 - Ä,^] A,=[3S- {A, + fY] (Ä^ + f) ; 

hieraus erhalten wir zunächst: 

— 3Ai±yi2s — sA^^ 
q = ~ , also 
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N. XXX. . . 4, = ^, +y = ~^'^^'"~^ '. 

Aus XXIX und XXX ergibt sich ohne Weiteres: 
N. XXXI ili + ^ + ^3 = Null. 

Vorgreifend sei darauf hingewiesen, dass diese drei Werthe für A den drei 
Gruppen-Faktoren A, B, C entsprechen, nur muss für einen dieser Faktoren und 
zwar für denjenigen mit dem grössten absoluten Werth, das Vorzeichen verändert 
werden. 

Bei den obigen Untersuchungen war angenommen : 

^, > -f- f/7 und .43 < + f/7 

und zwar hatten wir gesetzt: 

A = ^ +/• 
Nehmen wir an, der Unterschied zwischen A^ und A^ nimmt mehr und mehr 
ab — was im Hinblick auf N. XXXI durch gleichzeitiges Fallen von A^ und 
Steigen von A^ geschehen muss — so fragt es sich : w o werden beide Werthe zu- 
sammenfallen? Da in diesem Falle der Unterschied verschwunden ist, so setzen wir: 

^ = Null = 3AiV^ÄIZEiV; 
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hieraus folgt: ,_ 

d. h., wenn A^ und A2 zusammenfallen, haben sie beide den Werth y s. 
In diesem Falle haben wir: 

^1 -f ^ = 2j/7, folglich (XXXI) 
A^ = — 2}/s. 

Der absolute Werth von A^ ist in diesem Falle also doppelt so gross als 
der absolute Werth von A^ bezw. A2, 

8. Maximal-Grenze für S. 

Wir treten jetzt der bereits oben aufgeworfenen Frage näher, ob für das 
gegenseitige Grössenverhältniss der beiden Schlüssel S und s ein bestimmtes Gesetz 

vorhanden ist — im besonderen: ob S über den Werth 2s\/s hinaus wachsen kann. 

Wenn der positive 5 -Werth vom unteren Nullpunkte aus in dem unteren 

äusseren Abschnitte bis zum Punkte -\- 2sy s gestiegen ist, hat A^ den Werth 

— K4J oder — 2)/j, denn (3^ — 4s)( — ^^4^) ergibt -)- 2 j f/7, was der Gleichung 
(3 j — A''^) A = S entspricht. 
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Hat das im unteren äusseren Abschnitt steigende ^S^ den Werth -^2sys 
erreicht, so muss gleichzeitig das im oberen inneren Abschnitt steigende S den 

Maximum - Punkt mit dem Werthe -^2sys erreicht haben und A^^ und A^ fallen 

auf dem Punkte -\- J^T zusammen , wie dies oben entwickelt ist und wie es dem 
Gesetz (A^ -\-A2= — A^) entspricht. 

Würde nun S im unteren äusseren Abschnitte über 2s]/s hinaus weiter 

steigen, so müsste entsprechend -^3 über — y4S hinaus weiter fallen und dem in 
der Gleichung XXXI ausgesprochenen Gesetze gemäss müsste A^ und A^ über 

-\-y s hinaus steigen — gleichzeitig würde aber der positive ^Werth vom Maximum- 
Punkt aus im oberen mittleren Abschnitt fallen. Wir hätten also für -f- 5 g 1 e i c h - 
zeitig einen steigenden und einen fallenden Werth , was unmöglich ist ; folglich 

ist 2s}/s nicht nur für die inneren und mittleren, sondern auch für die äusseren 
Abschnitte, also ganz allgemeingültig die Maximal-Grenze für 5 — d. h. so lange 
es sich nur um reelleZahlen handelt; sobald imaginäre Zahlen 
in die Rechnung eintreten, ist die Maximal-Grenze auf- 
gehoben. 

9. Bestimmung von A aus der Lage von S in der Funktionslinie für ABC. 

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, in welcher Weise aus dem grossen 
Schlüssel S und seiner Stellung in der für ABC festgelegten Funktionslinie der 
Werth für A abgeleitet werden kann, was gleichbedeutend ist mit der Auflösung 
der kubischen Gleichung. 

Die weiterhin näher entwickelte Methode beruht auf folgendem Grundgedanken : 
Nachdem wir festgestellt, in welchen Abschnitten der Funktionslinie die be- 
treffenden 5 -Werthe zur Erscheinung kommen, wählen wir einen dieser Werthe 
zum Ausgangspunkt unserer weiteren Untersuchungen. Welchen der drei be- 
treffenden Werthe wir wählen, ist an und für sich gleichgültig, nur ist zu bedenken, 
dass es von der Wahl des Ausgangspunktes abhängt , auf welchen Gruppen-Faktor 
und auf welche Differenzen-Gruppe wir im weiteren Verlauf der Rechnung stossen — 
worauf bereits im Eingange dieser Untersuchung hingewiesen worden ist. 

Wir stellen nunmehr fest, zwischen welchen Pfeilerpunkten der Funktionslinie 
der 5-Werth liegt — dann, welchen Werth A in Bezug auf den betreffenden Pfeiler- 
punkt hat nach dem Gesetz: 

{3s — A^)A = S. 

Der für die gegebene Zahl S gesuchte Werth für A hat dann innerhalb des 
Abschnittes zwischen den beiden Grenzwerthen dieselbe Lage, welche der gegebene 
5-Werth zwischen den Pfeilerpunkten des betreffenden Abschnittes hat. 

Liegt z. B. ~\- S in dem oberen mittlen Abschnitte, so liegt es zwischen den 

beiden Pfeilerpunkten dbNull (oberer Nullpunkt) und -j- 2 5f/T (Maximum-Punkt); 
der gesuchte zugehörige -4 -Werth liegt entsprechend zwischen den Grenzwerthen 

-}~ ys s und -|- f/ j ; kann man die Lage von S zu den beiden Pfeilerpunkten 
Proportionen bestimmen, so findet man den Werth für A durch einfache Proportion 
zwischen den Grenzwerthen des betreffenden Abschnittes. 

Für die praktische Anwendung dieses theoretisch einfachen Grundsatzes kommt 
es darauf an , die Abschnitte der Funktionslinie derartig in Unter - Abschnitte zu 
theilen , dass die Lage von ^ zu zwei bekannten Grenzwerthen möglichst schnell 
und genau bestimmt werden kann. 

Am nächsten liegt wohl der Gedanke, zu dieser Eintheilung die natürliche 
Zahlenreihe in folgender Art zu benutzen, zu deren Verdeutlichung ein numerisches 
Beispiel angeführt werden soll : 
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Gegeben sei die Gleichung: 

x^ — 3x^ — lojt -f- 24 = o. 

Aus den Koeffizienten {a = — 3), (^ = — 10) und (c= -\- 24) bilden wir 
zunächst den kleinen Schlüssel j = -|-39 und den grossen Schlüssel ^= + 324. 

Indem wir nun , am Nullpunkt der Mittellinie anfangend , nach oben und 
unten je die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe nacheinander für Ä setzen, bilden 
wir für den betreffenden A -Werth stets die Werthe B C nach dem Gesetz 
{BG=3s — A^) und ^^C nach dem Gesetz (ÄBC= {^s — Ä^)Ä). 

Auf diese Weise erhalten wir folgende Tabelle : 



Ä 


BC 


ABC 


1 

— 12 




r 144— 27 




-324 


— II 




j — 121 — — 4 




h 44 


— 10 




j — 100 = -| 


- 17 


— 170 


9 




f 81— -^ 


- 36 


324 


8 


^ 


r- 64 H 


- 53 


— 424 


7 




1 49 = --1 


\- 68 —476 


- 6 


TT* 


j- 36 — H 


r 81 


486 


5 




j 25 — H 


- 92 


— 460 


— 4 




j — 16 -f- lOI 


404 


— 3 




1 9— ^ 


-108 


— 324 


— 2 




1— 4 — H 


-113 


— 226 


— I 




1 — ^ — H 


-ii6 


— 116 


— 


I 




j — — H 


-117 




pNull 


— 


- I 




1 — I — H 


-116 




-116 


— 


- 2 




1 — 4 — H 


-113 




- 226 


— 


- 3 




1 9 — H 


-108 




-324 


— 


- 4 




1 16— ^ 


- lOI 




-404 


— 


- 5 




7- 25 — H 


- 92 




-460 


— 


- 6 




7-36 H 


- 81 


— 


-486 


- 


-• 7 




1 49 — H 


- 68 




-476 


— 


- 8 




7-64 H 


- 53 




-424 


— 


- 9 




1 81 — 


- 36 




-324 


— 


- 10 




7 — 100 — h ^7 




-170 


— 


-II 




7 — 121 — 4 


44 


— 


- 12 




7 — 144 = - 


- 27 




- 324 



Aus dieser Tabelle erhalten wir ohne Weiteres alle drei Werthe für A, welche 
zu dem Werthe 5= -|- 324 gehören; wir hätten uns sogar damit begnügen können, 
die Tabelle vom Nullpunkt aus nur nach einer Seite hinzuschreiben und bereits 
bei i4 = 3 aufzuhören , denn dieser eine Werth genügt schon , unter Anwendung 
der entwickelten Gleichungen die Aufgabe zu lösen. Auf diese Weise lassen sich 
alle kubischen Gleichungen , deren Wurzeln ganze Zahlen sind , verhältnissmässig 
leicht lösen ; trotzdem ist die Methode nicht zweckmässig ; denn erstens versagt 
sie, sobald die Wurzeln gebrocliene Zahlen sind, und zweitens erfordert sie für 
jede Gleichung die Aufstellung einer besonderen Tabelle. 

Unser Bestreben soll nun darauf gerichtet sein , die gegebenen Abschnitte 
der Funktionslinie derartig weiter einzutheilen , dass diese Eintheilung für jede 
Gleichung gilt und dass sie die Stelle für S mit möglichster Genauigkeit derartig 
angibt, dass für jeden 5 -Werth der zugehörige -4-Wertli entnommen werden kann. 
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10. Aufstellung der kubischen Funktions-Tabelle. 

Als Einheit dieser Eintheiliing benutzen wir den Werth J/ s , wodurch unsere 
Eintheilung sich der durch die erwähnten fünf Pfeilerpunkte gegebenen natürlichen 
Eintheilung der Funktionslinie ohne Weiteres anschliesst. 

Den Ausgangspunkt unserer Tabelle bildet die Null - Mittellinie , in welcher 

aus dem Ansatz : -4 = ± ^Null sich die weiteren Werthe ergeben : 

BG= 3s — Null = 3s, 

ÄBG={3s) (Null) = Null. 

Aus dem Ansatz A = -\-\/ s erhalten wir : 

BC= 3$ — ^=-f- 2j, 
ABC^+ 2sV7, 

Den Ausdruck s\/ s benennen wir allgemeinen Faktor und bezeichnen 
ihn mit D, 

Aus ^ = + Y^ ^ erhalten wir : 

BC= + s, 

ABC= + sV'^s = s\/l\/l = + Dy2, 

Aus ^ = 4- V 3S erhalten wir: 

5C=±Null, 
^5C=±Null. 
Aus A = -\- y 4s erhalten wir : 

BC= — s, _ 
ABC= — sl/47= — 2sl/~s = — 2l), 

Wenn wir nun, von A = f/Null X s anfangend , als Koeffizienten von s der 
Reihe nach steigende positive Werthe setzen, so erhalten wir eine auf einander 

folgende Reihe von Werthen für ABC, welche für A = }/zs die Form haben: 

ABG=s(s—z)/zs. 

Indem wir diesem Ausdruck die Form geben: 

ABC= j|/7 /(3 — z)^^ 

zerlegen wir den Werth ^^C in zwei Faktoren: 

den allgemeinenFaktorZ> = ^j/5, der für j e d e beliebige Gleichung 
ohne Weiteres berechnet werden kann — und in den besonderen 

Faktor £=y (^ — «)^«i der aus der Funktion einer zunächst unbe- 
kannten Grösse z besteht. 

Den allgemeinen Faktor JD ganz aus der Berechnung fortlassend, stellen wir 
jetzt für die möglichen Werthe für £ eine fortlaufende Reihe auf, indem wir für z 
der Reihe nach die entsprechenden stufenweise steigenden Koeffizienten von s ein- 
setzen. Beginnen wir hierbei mit« = (+o,oi) und steigern wir stets um ein 
Hundertstel — berechnen wir hierbei den Werth unter dem Wurzelzeichen bis zur 
sechsten und die ausgezogene Wurzel bis zur vierten Dezimalstelle, so erhalten wir 
die dieser Untersuchung beigefügte Tabelle I. Dieselbe enthält in der -4 -Spalte 

die — stets positiven — '■ für den Ausdruck A = yzs gültigen Koeffizienten von s, 
von + 4 fallend bis zur Null. 

In der ^-Spalte beginnen die Werthe des besonderen Faktors £ mit — 2 
(für « = -}- 4) , steigen negativ bis zur Null (für z= -{- s) , steigen dann positiv 
weiter bis + 2 (für z= -\- 1) und fallen schliesslich wieder positiv bis zur Null 
(für z = Null). 
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Vergleicht man diese Tabelle mit der schematischen Uebersicht auf Seite VIII, 
so entspricht der Abschnitt der Tabelle 

von z = '■\- 4. bis z = -\- ^ dem oberen äusseren Abschnitt, 
von a:=ss-j-3 bis z = -\- 1 dem oberen mittleren Abschnitt, 

von 2 = -(-i bis;?=±o dem oberen inneren Abschnitt 
des Schemas. 

Für die untere Hälfte des Schemas , welche die negativen Werthe von A 
enthält (die Werthe für z sind auch hier sämmtlich positiv), eine Tabelle auf- 
zustellen, ist nicht erforderlich ; es gilt für dieselbe die Tabelle der oberen Schema- 
Hälfte mit umgekehrten Vorzeichen. 

In der mittleren Spalte der Tabelle befinden sich die Quadrate der -ß^Werthe, 
d. h. die Werthe des unter dem Wurzelzeichen stehenden Ausdrucks (3 — zy z. 
Für den rein praktischen Zweck der Lösung der kubischen Gleichungen mit reellen 
Wurzeln könnte diese Spalte fehlen; sie ist aufgenommen für den Vergleich mit 
den Tabellen für imaginäre und komplexe Wurzeln. 

Alle Werthe dieser mittleren -£*- Spalte sind natürlich positiv, während die 
aus ihnen ausgezogenen Wurzeln in der einen Hälfte des Schemas positiv , in der 
anderen negativ auftreten, und zwar übereinstimmend mit dem Vorzeichen, welches 
S in dem betreffenden Abschnitt der schematischen Uebersicht hat. Sind nämlich 
S und £ reelle Zahlen — und dies ist in denjenigen Fällen, in denen Tabelle I 

zur Anwendung kommt, Voraussetzung — so muss D = sy^s stets positiv sein. 
Wäre s negativ, so würde D eine negative und gleichzeitig eine imaginäre Zahl, 
also auch £ imaginär, was der Voraussetzung widerspricht. 

11. Anwendung der Methode auf Gleichungen, deren besonderer Faktor a; 

imaginär ist 

Die bisher entwickelte Methode gilt zunächst nur für Gleichungen mit reellen 

Wurzeln — indessen sind Fälle möglich« dass Gleichungen mit imaginären Wurzeln 

mit Hülfe der Funktions - Tabelle für reelle Wurzeln glatt gelöst werden können; 

es wird dieser Fall eintreten, wenn sowohl ^ wie JD imaginär sind, so dass in 

S S 

dem Ausdruck £z=— sich der imaginäre Faktor des Quotienten — forthebt und 

£ eine reelle Zahl wird (Siehe Viertes Beispiel). Wird aber E eine imaginäre 
Zahl, so findet die Funktions - Tabelle für reelle Wurzeln keine Anwendung; wir 
müssen in diesem Falle die Methode erweitern. 

Setzen wir A = y — zs , so erhalten wir : 

BC=3s — {—zs) = s{3-\-z), 

ÄBC = s{3-{' Z)V — zs = sVsy~—z{3-\-z)\ 
ABC=:D, LVz{3-{ ^zy, 
E = iyz{3 + zY. 

Wir können also für imaginäre Werthe des besonderen Faktors E jetzt in 
derselben Weise eine Tabelle — N. ü. — aufstellen, wie für die reellen Werthe, 
nur mit dem Unterschiede, dass die imaginären Werthe für E vom Nullpunkt aus 
sowohl auf der positiven wie auf der negativen Seite fortgesetzt steigen und zwar 
ohne Grenze. Sobald imaginäre Werthe in der Rechnung zugelassen werden, hat 
die oben erwähnte Maximal-Grenze für das Grössenverhältniss der beiden Schlüssel 
keine Geltung mehr, auch findet in diesem Falle kein Auf- und Absteigen in der 
Funktionslinie statt. 

Als imaginäre Grösse kann daher S in der Funktionslinie nicht mehr sechs- 
mal, sondern nur zweimal zur Erscheinung kommen : einmal in der oberen positiven 
und einmal in der unteren negativen Hälfte des Schemas. 
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Die Tabelle für die obere positive Hälfte des Schemas gilt auch flir die 
untere negative Hälfte — nur gilt flir die obere Hälft« der Ausdruck ^==-}- j/ — zs, 
flir die untere H^fl:e dagegen ^ = — }/ — zs. 

Da D jetzt sowohl positiv wie negativ sein kann, so hat E nicht unbedingt 
dasselbe Vorzeichen wie 5, sondern kann auch das entgegengesetzte haben. Nichts- 
destoweniger ist E stets in demjenigen Theil des Schemas au&usuchen, in welchem 
5" liegt, d. h. in der oberen HäKte, wenn S positiv — in der unteren, wenn S 
negativ ist. 

Welches Vorzeichen E selbst hat, ist gleichgültig, da die Werthe der ^Spalte 
in ihrer Eigenschaft als Quadratwurzeln sämmtlich doppeldeutig sind. 

Die Tabelle flir imaginäre ^-Werthe hat also keine natürlichen Grenzen wie 
diejenige flir die reellen jE -Werthe. In dem beigefligten Entwurf einer solchen 
Tabelle — N. 11 — habe ich im Abschnitt a eine allgemeine Orientirung gegeben. 
Der Abschnitt b enthält die Entwickelung aller z -Werthe von -j- i o bis ± Null 
mit der allmäligen Abstufung um je ein Zehntel ; Abschnitt c endlich entwickelt 
die «-Werthe von -[- 2 bis ± o mit der allmäligen Abstufung um je ein Hundertstel. 

12. Anwendung der Methode auf Gleichungen, deren besonderer Faktor E 

komplex ist. 

Mit Hülfe der Tabelle II für imaginäre ^-Werthe lassen sich bisweilen auch 
Gleichungen auflösen , welche komplexe Wurzeln haben (siehe fünftes und sechstes 
Beispiel) ; ist aber der besondere Faktor E selbst komplex, so erfordert die Methode 
eine fernere Erweiterung. 

In der Gleichung A = Vzs setzen wir : 

N. XXXn z = {m-\-nt), 

wobei m und n reelle Zahlen sein sollen. 

Wie im siebenten Abschnitt auseinandergesetzt, haben wir aber drei ver- 
schiedene Werthe für A, flir welche das Gesetz gilt: 

^^ _j- ^ -|_ ^3 =Null (N. XXXI); 

femer wissen wir, dass diese drei ^-Werthe den Gruppen-Faktoren A, B und C 
entsprechen. Wir haben also : 

N. XXXm. . . A^ = V^s = f/(w 1 -f- «1 1) j = A, 

N. XXXIV. . . A^ = \/'i^5 = \/{m^ + n^i)s=B, 

N. XXXV. . . ^3 = y/i^s = )/(w3 + «3iV=— C. 
Hieraus folgt: 

N. XXXVI z,= — f 

s 

N. XXXVII 5. = — I 

* s 

N. XXXVIII z^= — , 

N. XXXIX. . . . z,-]-z^^z^= ^ ^ --. 

Unter Anwendung von XVII, XVIII und XIX erhalten wir: 

N. XXXX ^1 "t~ '9 "I" *8 ==^ — = 6 , also auch : 

^1 "l~ '''a ~f" ''''a 4" ^1 ' "i* ^2 ' 4" ''a '= ^' ^^^^ • 

N. XXXXI ^1 "h ^'9 4" "'3 = -\- ^t 

N. XXXXII «j -j- «2 -j- «3 = ± o. 
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Das soeben entwickelte Verhältniss der drei -4-Werthe und das daraus sich 
ergebende Verhältniss der drei w-Werthe und der drei «-Wertbe lassen wir zu- 
nächst bei Seite und wenden uns zur Betrachtung der allgemeinen Gleichung des 
besonderen Faktors E\ 

Diu*ch Einsetzen von (tn-\- ni) flir z erhalten wir : 

E = y{m^ — 6 /«^ -j- 9 /// -j- 6 «* — 3 tnr^ -j- i ( — n^ -\- Z ^^^ — ^2 nin -\- 9 «). 

Mit Rücksicht auf bequemeres praktisches Rechnen setzen wir : 
N. XXXXIII. 
E^ = (m^ — 6 m^ -\- gm -^ 6n^ — 3^in^ -{- i ( — «^ -f- 3 w^« — 12 mn -j- 9 «). 

Wir setzen ferner: 
N. XXXXrV. . m^ — 6 m^ -^^ () m -\- 6 n^ — ^mn^ = vw, 

N. XXXXV. . . — «^ -[- 3 f^i^n — 12 mn -\- g n = v. 

Demnach haben wir: 
N. XXXXVI. . . . E^ = v7v + vf = v(w + r). 

Da E, mithin auch E^ laut Annahme uns bekannte komplexe Zahlen sind, 
so sind V und w für uns bekannte reelle Zahlen. 

Aus den beiden Gleichungen XXXXIV und XXXXV und mit Heranziehung 
der Gleichungen XXXXI und XXXXII die beiden Unbekannten m und n direkt 
zu entwickeln, ist mir nicht gelungen; dagegen ist mit Hülfe der Tabelle III, 
welche sich auf den beiden Gleichungen XXXXIV und XXXXV aufbaut, die Lösung 
jeder kubischen Gleichung mögHch , deren besonderer Faktor E eine komplexe 
Zahl ist. Wir betrachten nunmehr den Aufbau der Tabelle III. 

Aus der Gleichung XXXXIV erhalten mr: 

m^ — 6 m^ -I— m — v7ju 
N. XXXXVII. . . . «2 ^ o^_-19 ^ v_^ 

3^ — 6 
Wir setzen femer: 
N. XXXXVIII m^—6m^-{-()m = M, 

N. XXXXIX ^m — 6 = J\r 

und erhalten so die allgemeine Gleichung: 

Af — VW 
N. XXXXX «2 = - -^. 

Af V7V 

Der Werth des Ausdrucks — wird, wenn man vw als konstant an- 

nimmt, von dem Werthe der Unbekannten m abhängig sein.- 

Ji£ — V7ef 
Setzen wir z. B. w = -{- 5 , so geht die Gleichung «^ = — — über in 

^ 20 — V7a 
n' = 



Für (/// = -|- 4) erhalten wir n^ = 



6 



VW 

4-2 V2Cf 

far(.;=-f.) «' = -^-^- 

■4- 4 — VW 

für (/// = + i) n^ = -^-^ 

— 3 

für {m = ± o) n* 



„ VW 



— 6 

16 V7V 

für (/// = — i) n* = 

u. s. w. 9 
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Die Gleichung XXXXV formen wir um in 
XXXXXI. . . . z; = — «5+(3wa— I2W + 9)«. 
Wir setzen ferner: 

xxxxxn (3»|2 — 12 w + 9) = y 

und erhalten so die allgemeine Gleichung : 
XXXXXm v = — n^+Pn. 

Der Werth des Ausdrucks -P wird von dem Werthe der Unbekannten m ab- 
hängig sein. 

Tabelle III enthält nun in Spalte i den sich abstufenden Werth von ;;/; in 
Spalte 2, 3 und 4 die entsprechenden Werthe von M, N und P, 

Setzen wir nun den uns bekannten reellen Werth vw diH entsprechender Stelle 
ein, so können wir — bei genügender Interpolation des ;w-Werthes — jeden 
beliebigen z; -Werth errechnen, auch für jeden beliebigen z/ -Werth den bezüglichen 
///-Werth finden, wodurch die Aufgabe — Auflösung der kubischen Gleichung — 
erfüllt ist. 

Um die praktische Benutzung der Tabelle DI zu obigem Zweck zu erläutern, 
betrachten wir zunächst Tabelle IV, welche die beispielsweise Entwickelung der 
Werthe für tn, n und v angibt bei der Annahme {vw = + 15). 

Unter der Voraussetzung , dass der m -Werth mit + Unendlich beginnt und 
durch den Nullpunkt bis — Unendlich fällt, erhalten wir für die übrigen Werthe 
folgende Entwickelung: 

Der n^ -Werth beginnt mit + Unendlich , fallt positiv bis ih o , erreicht den 

-|- 4,7728 
Nullpunkt zwischen m = -\ , fällt dann negativ bis — Unendlich , springt 

+ 4,7727 

für (/// = -[- 2) zu -[- Unendlich über , ßillt nun wieder positiv biä zu einem 

^^ 0,2 

Minimum, welches zwischen m = liegt , und steigt dann wieder positiv bis 

-|-o,o 

-|- Unendlich. 

Der «-Werth — welcher fortwährend das Doppelzeichen ± hat — beginnt als 

I 4, 7 7 28 
Reell-Unendlich, fällt bis zur Null, erreicht den Nullpunkt zwischen m = -I- — *- , 

"T" 4,7727 

geht hier aus dem reellen in das imaginäre Gebiet über, steigt als imaginäre Grösse 

bis ± Unendlich, 'springt für (/?/ = -|- 2) von dem Imaginär-Unendlich-Grossen zum 

Reell-Unendlich-Grossen über, fällt als reelle Grösse bis zu einem Minimum, welches 

~\~ 0,2 
zwischen m= -. erreicht wird, und steigt dann wieder als reelle Grösse bis 

+ 0,0 
± Unendlich. 

Der z; -Werth beginnt mit ± Unendlich, fällt mit dem Vorzeichen ± bis zur 

I - A 7728 

Null, erreicht den Nullpunkt zwischen m = -f — , tritt hier aus dem reellen 

+ 4,7727 
in das imaginäre Gebiet über , steigt als imaginäre Grösse mit dem Vorzeichen ± 

bis zum Imaginär-Unendlich-Grossen, springt bei w = -j- 2,0 von i Imaginär- 

Unendlich-Gross zu :p Reell-Unendlich-Gross über, fällt reell mit dem Vorzeichen =p 

"h" 0,7 

bis zur Null , erreicht den Nullpunkt zwischen m = — und steigt dann mit 

4-0,6 

dem Vorzeichen ± bis dt Unendlich-Gross. 

Der reelle v -Werth durchläuft also das ganze Gebiet von Unendlich bis 
zur Null dreimal: das erste Mal , als v^, mit dem Vorzeichen ih fallend von 

I A 7728 

/// = -|- Unendlich bis m = -y- — ; das zweite Mal, als Vo, mit dem Vor- 

+ 4,7727 
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-j- 0,7 

zeichen ^: fallend von m = -\- 2 bis ;// = —. ; das dritte Mal, als v^, mit dem 

^ ' +0,6 ' . »' 

Vorzeichen ih steigend, von m = -\ — '— bis pi = — Unendlich. Das imaginäre 

-{-0,6 

Gebiet des z^-Werthes — auf dessen Bedeutung ich hier nicht näher eingehe — 

I 477 28 

liegt geschlossen zwischen w = -U — und m=s=-^2, 

+ 4,7727 

Betrachten wir den Werth (/// = -|- 2) und die aus diesem Werth abgeleiteten 

Werthe als Grenzlinie des ganzen Systems , so liegen der reelle Werth 7/^ und der 

ganze imaginäre z; -Werth über — die beiden reellen Werthe v.j und v^ unter 

dieser Grenzlinie. 

Erweitern wir dieses Gesetz derartig, dass es für jeden beliebigen reellen 
Werth von vw gilt, so lautet es : 

Das ganze imaginäre Gebiet des z^-Werthes und ein reeller z; -Werth liegen 
auf der einen — zwei reelle z/ -Werthe (mit verschiedenen Vorzeichen) liegen auf 
der anderen Seite dieser Grenzlinie. 

Nehmen wir in dem der Tabelle IV zu Grunde gelegten Beispiel (vjc = -\- 15) 
an, es sei z/ = -f- 5, so ergibt sich Folgendes : 

Z'j liegt zwischen ±17,47446 und der imaginären Grenze. 

m^ liegt zwischen -|- 5 und -|- 4. 

Durch entsprechende Interpolation des w-Werthes erhalten wir schliesslich: 

///i = -|- 4,7976 



«1 = ih 0,2448 



7^1 = ±4,99799. 



Da V positiv sein soll , so gilt für z;^ und also auch flir //^ das obere 
Vorzeichen. 

z^2 liegt zwischen T 7,02113 und ± 10,27740 und zwar oberhalb des 
zwischen diesen beiden Werthen liegenden Nullpunktes. 

///.^ liegt zwischen -|- i und ± o. 

Durch entsprechende Interpolation des ///-Werthes erhalten wir schliesslich: 

///j = -j- 0,9021 



«2= ± i;8299 



^^2 = T 5>ooo48. 



Da V positiv sein soll , so gilt flir V2 und also auch für n^ das untere 
Vorzeichen. 

v^ liegt ebenfalls zwischen 1^ 7,02113 und -j- 10,27740, aber unterhalb 
des zwischen diesen beiden Werthen liegenden Nullpunktes. 

///g liegt also ebenfalls wieder zwischen -j- i und ± o. 

Durch entsprechende Interpolation des w-Werthes erhalten wir schliesslich: 



w = + o,3oo3| ^, _ , ^ ^^^^^ 
-3 = ± 1,5851/"^ -^^'°'°''- 



Da V positiv sein soll , so gilt für 7'.^ und also auch für n.^ das obere 
Vorzeichen. 

Wir erhalten also für (z; = -|- 5) : 

///, = -f- 4,7976 »1 = + 0,2448 
///.^ = -j- 0,9021 n.2 = — 1,8299 

-|- 6,0000 ± 0,0000 

Für {v = — 5) bleiben die ;;/ -Werthe unverändert, die //-Werthe verändern 
nur ihre Vorzeichen. 
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In beiden Fällen finden also die in den Gleichungen XXXX, XXXXI und 
XXXXII ausgedrückten Gesetze ihre praktische Bestätigung. 

Für die praktische Lösung einer kubischen Gleichung mit komplexem be- 
sonderen Faktor E ist nun durchaus nicht erforderlich, eine so ausgedehnte Rechnung 
auszuführen, wie sie Tabelle IV zur Klarlegung der Theorie darbietet, sondern es 
genügt, auf dem kürzesten Wege für einen der reellen z^-Werthe den »«-Werth 
und den «-Werth zu bestimmen. 

Praktisch geht man hierbei von dem Nullpunkt desjenigen Gebietes aus , in 
welchem der betreffende z^-Werth liegt. Man ermittelt, welchem zn-Werth dieser 
Nullpunkt entspricht und stellt dann, von dem ermittelten »«-Werth in derselben 
Richtung fortschreitend , in gewissen Abständen probeweise Berechnungen an , um 
so den gesuchten z;-Werth in die Gabel zu bekommen, d. h. zwei »i-Werthe zu 
finden, zwischen denen der gesuchte z;-Werth liegt. 

Hat man diese Gabel hergestellt, so wird der gewünschte Grad von Genauig- 
keit durch Interpolation des w-Werthes ohne weitere Schwierigkeit erreicht. 

Der Nullpunkt, welcher die beiden auf derselben Seite der Grenzlinie liegenden 
reellen Gebiete des z^-Werthes scheidet, muss erst durch ziemlich langwierige 
Rechnung gefunden werden; dagegen kann der Nullpunkt, welcher das imaginäre 
Gebiet der z^-Werthe von dem auf derselben Seite der Grenzlinie liegenden reellen 
Gebiet trennt, aus Tabelle III annähernd ohne Mühe entnommen werden. 

Für die praktische Ausführung einer Gleichungs- Lösung empfiehlt es sich dalier, 
denjenigen reellen z'-Werth zum Ausgangspunkt der Rechnung zu maclien, der 
mit den imaginären z'-Werthen auf derselben Seite der Grenzlinie liegt. 

Das praktische Verfahren im Einzelnen wird im siebenten Beispiel gezeigt 
werden. 
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Zweiter Theil. 



Beispiele. 



Abschnitt. 



Erstes Beispiel. 

Alle drei Wurzeln reelle ganze Zahlen. — S^ Null. 

x^ — 3^* — io.r -j- 24 = i Null 
j = a2 — 3^ = -|-39 
5= 2a^ — i)ab '■\- 2*1 c = -\- 324 
D=s\/ s =+ 243,5862 

^=^ = +^3301. 

S ist positiv, liegt also 

i) im oberen mittleren ' 

2) im oberen inneren 

3) im unteren äusseren 

Wir fiihren die Rechnung für alle drei Fälle durch, obwohl für die praktische 
Losung der Aufgabe die Berechnung eines beliebigen dieser drei Fälle genügt. 

Erster Fall. 

Wir suchen E in demjenigen Theil der Tabelle I auf, welcher dem oberen 
mittleren Abschnitte des Schemas entspricht und in welchem die Werthe der 
^-Spalte von Null (für ^ = -|- 3) bis +2 (für z = -{- i) aufeteigen. 

-£==+ '^$Z3^^ liegt zwischen 1,3380 und 1,3268. 
Wir haben: 

für ^== ^''2,07^ ist ^=: 1,3380 ,^.^ 

fv A f/— • . c Diflferenz 79 

für A-=.yzs ist ^=1,3301 __ 

,/ ;^ . ^ ,« Differenz 30 

für A = y2,oSs ist ^=1,3268 ^^ 

z == 2,07 -j- z/ = 2,08 — w 

%) -\- w = 0,01 

7f/= 0,0029 

z= 2,0771 
3j= 2,0771 X 39 == 81,0069 

^ = -|- Yzs = + 9,0003. 

Bemerkung : A in allen drei Abschnitten der oberen Schema-Hälfte ist stets 
positiv — daher kommt das Minus -Vorzeichen der Wurzel hier nicht zur Geltung. 

Unter Anwendung der Gleichung XXVI erhalten wir: 

B=~ 9>Qoo 3 ± M,99Q3 _ / + 2,9995 

2 ( — 11,9998 
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Unter Anwendung der Gleichungen XVII und XVIII erhalten wir ferner: 

g = ^+^^ _ I + 4,9998 

3 l — 4,9998 

folglich : 

y4S — ^€^ = ± 9,0003. 

Unter Anwendung der Gleichungen XIII, XIV und XV, sowie mit Berück- 
sichtigung der positiven und negativen Werthe von e und y4S — ^ erhalten 
wir für a und y je 4, für /? 2 verschiedene Werthe, welche folgendermassen zu- 
sammengehören : 

a, = -2,9999U ,//! = + 1,9999 " 

«8=+ i'9999j^^ ^ 1/3 = — 2,9999 

a, = + o,oooi|_Jy, = 4-4,9999 
«4 = + 4,9999 j ^^ 1^4 = + 0,0001 

Die 4 Werthe für a und die 4 Werthe für y sind paarweise einander gleich : 

«i = y3' «9 = ^4» «3 = yp «4 = /»; 

als Ergebniss der ganzen Rechnung erhalten wir thatsächlich also zwei Wurzel- 
Gruppen : 

i) a = — 2,9999 = — 3 2) a = -|- 0,0001 = ± o 



ß= 



4,0001 =-[-4 ß ^== — 1,9999^ — 2 



y = -f- 1,9999 = + 2 y = + 4,9999 = + 5 

Die Wurzeln der ersten Gruppe entsprechen der Aufgabe ; diejenigen der 
zweiten Gruppe — die Neben -Wurzeln — haben für die Lösung der Aufgabe 
keinen Werth. 

Zweiter Fall. 

Wir suchen £ in demjenigen Theil der Tabelle I auf, der dem oberen inneren 
Abschnitte des Schemas entspricht und in welchem die Werthe der -£- Spalte von 
2 (für ;? = -f- i) bis Null (für 5 = Null) sinken. 

is = -(- 1,3301 liegt zwischen 1,3521 und 1,3284. 

Für A = -\- }/o,24x ist ^=-|- 1,3521 

für A = -^yzs ist ^ = -(-1,3301 

für A = -{-yö^'^s ist ^=4- 1,3284 °^^ 
z =s= 0,24 — ^' AT 0,23 + 7v 
V -[-tu = 0,01 
v:w = 220 : 17 
7e/=r 0,0007 
^ = 0,2307 

0j= o,23ojf_X 39 = 8,9973 
A = -\-)/zs=:+ 2,9995 

2,9995 i 21,0002 j ~i" 9,0003 



_A'j- '2B _ 



= 1+ 9, 

l— ^i' 
-\- 21,0002 



B = 

9998 



folglich : 



3 
— 21,0002 



= +7 






^4^— 3€^ = ±3. 
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Unter Anwendung der Gleichungen XIII, XIV und XV erhalten wir wiederum 
für a und y je 4 Werthe, welche paarweise einander gleich sind, sowie für ß zwei 
Werthe : 

3 



''^ = T'}A = Null(y« = +5 
«4 = +5j^' 1^4=— 2 



Thatsächlich erhalten wir also dieselben beiden Wurzel - Gruppen wie im 
ersten Fall. 

Dritter Fall. 

Wir müssten £ in demjenigen Theil der Tabelle I aufsuchen , welcher dem 
unteren äusseren Abschnitte des Schemas entspricht und in welchem die Werthe der 
^-Spalte vom unteren Nullpunkte (für z = -\- ^) bis +2 (fiir z = -\-4) steigen. 

Derjenige Theil der Tabelle aber, welcher der unteren Hälfte des Schemas 
entspricht, ist der Bequemlidikeit halber gar nicht aufgestellt, da er mit demjenigen 
Theil der Tabelle , welcher der oberen Schema-Hälfle entspricht , bis auf die um- 
gekehrten Vorzeichen völlig gleich ist. 

Wir suchen daher £ im oberen äusseren Abschnitte auf, müssen aber 

hierbei die Vorzeichen umkehren, d. h. der Wurzel y^zs das Minus -Vorzeichen, 
dem jE-Werth das Plus- Vorzeichen geben. (Siehe auch Bemerkung zum ersten Fall.) 

£=-^ 1,3301 liegt zwischen -\~ 1,3464 und -f- ii3254. 

Für A = — VSflos ist ^ = -1-1,3464 
für A = — Vzs ist jE = -j- 1,3301 
für A = — 1^3,69 J ist ^= -|- 1,3254 
« = 3»7o — 2^ = 3*69 4" «^ 

V -j-W = 0,01 

f; : 7£/= 163 : 47 

7Cf = 0,00224 
2= 3*69224 

zs = 3,692^4 X 39 = 143199736 
A== — yzs = — 11,9998 



-j- 11,9998 ± 6,0006 j -j- 9,0002 



+ 2,9997 



_ A-\- 2B 

~ 3 ~ 



folglich : 



11,9998 -f- 18,0004 , 

= -T 2' 



3 

— ii»9998+ 5*9992 



000 2 



2.0002 



y^S 3€^= ± 1^^156 — 12 = ± 12. 

Unter Anwendung der Gleichungen XIII, XIV und XV erhalten wir wiederum 
üja a und y je 4 Werthe, welche paarweise einander gleich sind, sowie für ß zwei 
Werthe: 






o 

2 



Thatsächlich erhalten wir also dieselben beiden Wurzel - Gnippen wie im 
ersten Fall. 
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Anmerkung i. 

Die drei verschiedenen Fälle, welche in der Rechnung durchgeführt worden 
sind , ergeben schliesslich dasselbe Endergebniss , aber auf verschiedenen Wegen 
und in verschiedenen Gruppirungen, wie dies bereits im i. Abschnitt des I. Theils 
angedeutet worden ist. 

Im ersten Falle ist der Ausgangspunkt der Rechnung ^^ = -|- 9 = denn 
Gmppen-Faktor A ; 

im zweiten Falle ist der Ausgangspunkt der Rechnung ^2 = 4" 3 ^^ dem 
Gruppen-Faktor B\ 

im dritten Falle ist der Ausgangspunkt der Rechnung A^-= — 12 = dem 
Gruppen-Faktor C mit umgekehrtem Vorzeichen. 

Im ersten Falle erhalten wir e = it 5, im zweiten Falle e = ± 7, im dritten 
Falle € = ± 2. 

Für jeden der so erhaltenen 6 Werthe für t erhalten wir durch Anwendung 
der Gleichung XII je zwei Werthe für d. Diese 12 verschiedenen Werthe für ö 
sind aber thatsächlich nur dieselben drei verschiedenen absoluten Werthe , welche 
wir bereits für e erhalten haben , mit verschiedenen Vorzeichen ; je 2 dieser d- 
Werthe sind einander völlig gleich. 

Wir erhalten folgendes Schema, welches — wenn auch mit veränderter Reihen- 
folge — dem im i . Abschnitt des I. Theils gegebenen Schema entspricht : 

Ml =+7 
1*7 =— * 



«i=+5 



[8. = — 2 

c —_A\ =4-5 

In jeder dieser sechs Gnippen entspricht je eine Kombination von d und £ 
den Bedingungen der Aufgabe, und zwar: 

€1 und dj lunter der Annahme: 
«3 und dg j jTi = a = — 3 

e^ und d^ Runter der Annahme: 
6^ und dial x^=ß = -\-j^ 

^2 und dg 1 unter der Annahme: 
H und 8^^ ^j=y = -f 2. 

Die anderen sechs Kombinationen entsprechen nicht den Bedingungen der 
Aufgabe, sondern führen zu den sogenannten Neben-Wurzeln der Gleichung. 

Anmerkung 2. 



Der Ausdruck \ ^s — 35^ welcher in den Gleichungen XII, XIII, XIV und 
XV vorkommt, hat — da 5 stets den gleichen Werth behält — einen verschiedenen 
Werth je nach dem verschiedenen absoluten Werth von 6. 

Im ersten Falle ist (45 — -i»^'^) =z Yt^d — 75 = -|- 81 , im zweiten Falle 

= 156 — 147 = -[- 9, im dritten Falle =156 — 12 = -j- 144 — also '^ ^s — 3«'. 
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Im ersten Falle = ± 9 = ^j, 
im zweiten Falle = ± 3 = ^2, 
im dritten Falle = ± 12 = -<^3, 
in letzterem Falle mit verändertem Vorzeichen. 

Dieses hier durch das praktische Beispiel vor Augen geführte Verhältniss 
lässt sich theoretisch sehr einfach beweisen. 

Nach Gleichung VIII ist: 

45 = 4<J^ — ^de + 4€^ 

also 4s — 36* = 4^^ — 4d€ -}- e^ 

= (2d — €)^ = AK 

Hiermit ist die im 3. Abschnitt des I. Theils aufgeworfene Frage beantwortet : 
in welchem Falle der Ausdruck y^4s — 36^ reell, oder Null oder imaginär sein wird. 

Zweites Beispiel. 

Alle drei Wurzeln reelle ganze Zahlen. — S= Null. 

x^ — ^x^ -\- 26x — 24 = i o 
s=d^ — 3^:=-j-3 
5= 2 0^ — ()ad -\- 27^ = ± o. 
5 kann in jedem der drei Nullpunkte liegend angenommen werden. 

Erster Fall. — S liegt im oberen Nullpunkt. 

— 3±K36 — 27 f±o 



^= ■ 3 



^+2 



Htl. 



H'- 



3 

Unter Anwendung der Gleichungen XIII, XIV und XV, sowie mit Berück- 
sichtigimg der positiven und negativen Werthe von e und V^s — 36^ erhalten \nr 
fiir a und y je vier, für ß zwei verschiedene Werthe, welche folgendermassen 
zusammengehören : 

«i = + 2U _ ! . /yi = + 3 



«,=+4r^-+My4=+3. 



Bei näherer Betrachtung finden wir, dass die ihrer Entstehung nach ver- 
schiedenen vier Wurzel - Kombinationen thatsächlich nur ein und dieselbe Wurzel- 
(mippe darstellen, die den Bedingungen der Aufgabe entspricht. 

Zweiter Fall. — »S liegt im mittleren Nullpunkt. 

^2 = ± o 

^ = ±»^^-=±3 

2 
A+2B 

e = — ' = ± 2. 

3 

Die weitere Rechnung ergibt schliesslich dieselben Resultate wie der erste 

Fall, d. h. die Wurzel-Werthe (-}- 2), (-f- 3) und (-f- 4). 

Dritter Fall. — S liegt im unteren Nullpunkt. 

^3 = — f/3f = — J/9 = — 3 
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B= + 3± 1^36 — 27 



+ 3 
±0 



A^2B , 

€ = ■ = ± I. 

3 
Die weitere Rechnung ergibt wieder dieselben Resultate wie der erste Fall. 



Drittes Beispiel. 

Alle drei Wurzeln irrational. 

x^ — 2x^ — 6^ -j- 8 = it o. 
jÄTö* — 3^ = -j- 22 

S = la^ — 90^ -|- 2*]c = -[-92 
Z> = jj/j = -j- 103,1888 



D 



= -[-0,8915. 



I 



»S ist positiv, liegt also : 

i) im oberen mittleren 

2) im oberen inneren \ Abschnitt. 

3) im unteren äusseren 

Wir wählen beliebig den zweiten Fall und suchen also E in demjenigen 
Theil der Tabelle I auf, der dem oberen inneren Abschnitte des Schemas ent- 
spricht und in welchem die Werthe der ^-Spalte von -|- 2 (für « = -{- i) bis 
4- Null {z = Null) fallen. 

-5= -{-0,8915 liegt hier zwischen -|- 0,9170 und -{-0,8^^0, 



JOS 



A=-{-y. 



jE= -j- 0,9170 
zs ^=-1-0,8915 



025s 
0185 



-4 = -f J^OfOQ^ ^= + 0,8730 
« = o,io — V = 0,09 -j- ^^ 
V -\- 7a = 0,01 

v:7i;=2SS ' 185 = 51-37 

7£/ = 0,0042 
Z z= 0,0942 

^ = -f.f/Ä7 = -j-j/2,o724 = -j- 1,4396 

-|- 14,6160 



B = 



1,4396 ± K^264 — 6,2172 



— 17,4952 



A-\-2B , 

€ = = ± 5,3519. 

3 
Unter Anwendung der Gleichungen XIII, XIV und XV erhalten wr nun : 

= — 2,2492 
7693 



+ 4— 16,0556 :p 1,4396 






ß^ 



4 ± 2,8792 



A =+ i»m65 

[/y2 = + 0,1868 



_ + 4 + 16,0556 :f 1,4396 ^/yi = + 3,1026 

6 1^2 = + 3,5825 



y = 
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Abschnitt. 



Die Wurzel-Gruppe (aj, (ß^) und (yj) entspricht den Bedingungen der Gleichung. 

Bei der Berechnung auf vier Dezimalstellen , auf welche die Tabelle basirt 
ist, ergibt das Produkt der drei Wurzeln (a^, /?,, /j) die Zahl -\- 7,9907, während 
das Produkt genau s=s -^ 8 sein müsste. 

Wäre die Berechnung von Anfang an bis auf sechs Dezimalstellen geführt 
worden, so würde das Produkt ss= -|- 7,9999 sein. 

Die Lösung auf den beiden anderen möglichen Wegen ergibt stets dieselbe 
den Bedingungen der Gleichung entsprechende Wurzel-Gruppe. 

Viertes Beispiel. 

Alle drei Wurzeln imaginär; der besondere Faktor £ reell. 

^^ — 5»S956/^^— io,i556:r-j- 6/ = ±o 
s = a^ — 3d = — 0,8437 
S sss 2a^ — 90^ -j- 27^= -{- 0,945/ 

Z)=rj|/j = — 0,7749/ 

£ = — = — 1,2194. 
Die beiden Werthe S und Z> sind imaginär, aber durch Fortheben der 
imaginären Einheit wird der Quotient -- = £ reell ; wir wenden daher Tabelle 1 an. 

£ ist negativ, liegt also : 

i) im oberen äusseren 

2) im unteren inneren 

3) im unteren mittleren 

Wir wählen beliebig den zweiten Fall und suchen £ in demjenigen Theil 
der Tabelle I auf, der dem unteren inneren Abschnitte des Schemas entspricht. 

Für die untere Hälfte des Schemas ist aber bekanntlich keine besondere 
Tabelle aufgestellt, sondern für diese Hälfte gilt die ftlr die obere Hälfte aufgestellte 
Tabelle in umgekehrter Reihenfolge und mit umgekehrten Vorzeichen. 

Wir suchen jetzt also £ in demjenigen Theil der Tabelle auf, der dem oberen 
inneren Abschnitte des Schemas entspricht und in welchem die Werthe der j5- Spalte 
von + 2 (für z = -{- 1) positiv sinken bis zur Null (fiir z = Null). 

Da wir aber die positiven Werthe der ^-Spalte augenblicklich negativ 
nehmen, müssen wir auch dem für £ gefundenen positiven -^-Werth das Minus- 
Vorzeichen geben. 

j^sa 1,2194 liegt zwischen 1,2248 und 1,1964. 

-<4=r — yo,i<)s £= — 1,2248 

A = — yzs £= — 1,2194 

/ 02 '^O 

A = —yo,iSs ^=—1,1964 ^^ 

Z = 0,19 Vsss 0,18 -|- W 

7/-|-a/ = o,oi 
z; : a/ = 54 : 230 
w = 0,0081 

2 = 4-0,1881 

A = — Vzs = — 0,3983 / 

|/i25 — ^A^ = y — 10,1244 -{- 0,4761 = db 3,1061/ 

f+ 3*5044^' 
+ 0,3983/ ±3,1061/ 



B = 



2 
2,7078/ 

2 
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also : 



A-{-2B 



o»3983' + 3»5044'' + 3f^o6i i 



3 3 

— 0*3983^* — 2,7078/ — 3,1061 / 



_ + 11,1912/ +3,io6i<:p(— 0,3 983/) 

6 

_ +11,1912/ ±2 (—0,3983/) 
^ 6 






+ 11,1912/ — 3,1061/ :f ( — 0,3983/') 



a, = -j- 2,4492/ = j/- 
«2 = + 2,3165/ 



ßi = + 1,7324^*= >/— 3 
/^2 = +^9979'* 

Yi = + 1,4139 r=V— 2 
^2 = + 1,2811/. 

Die Wurzel-Gruppe (Cj), (ß^), (y^) entspricht den Bedingungen der Gleichung; 
das Produkt der drei Wurzeln (a^ ß^ yj ergibt: 

(l/:36)(f/:=^)()/=ri) = ,«3 yeTjri = _ 6 /. 



Fünftes Beispiel. 

FAne Wurzel reell, zwei Wurzeln komplex. — Der besondere Faktor £ imaginär. 

jc^ -}- 2 jc^ -|- 3^ 4" 4 = i o 
s = a^ — 3/^ = — 5 

S=2a^ — 9«^ -}- 27^= -[- 70 
S +70 I ^ ^ . 

-ß = — = ' ,z=- =+ 6,2609/ 

Da 5 positiv ist, so liegt sowohl 5 als £ in der oberen Schema-Hälfte und 

in dem Ausdruck ^4 sss |/ — zs erhält die Wurzel das positive Vorzeichen. 

Wir suchen nun E in der Tabelle II c auf; es hegt zwischen 6,2837/ und 
6,2525/. 

Fiir^ = + |/— 1,75^ ist ^=6,2837^' 228 
für ^ = -}-j/ — zs ist ^=6,2609/ 
für ^ = + y-r- 1,74s ist -£=6,2525/ 
z= 1,75 —v= 1,74 + 74:/ 

7^ -f- 7£/ = 0,0 1 

v:w^ 22S : S4 
w = 0,0023 
z = i,742J_ 

^ = + V— ^^ = + V— i>7 423 (— 5) = -{-2,9515 
j/i25-r^^ = |/_ 86,1345 = ± 9,2808 / 
^ _ — 2,95 1 5 ±9,2808/ 
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^4-2^ ±o,28o8t , 

€ = '- = =±3,09361 

2 3 



a = — 



\a2 = — 0,1 



4 — 9,28081 ip 2,9515 _fai = — 1,15525 — 1,5468t 

7475 — i,5468f 



ß=- 



4 ± 5>903o _ (ft = + Q>3i7i6 

^ lft = — '»65050 

— 4+9>28o8tqi 2,9515 _fyj = — 1,15525+ 1,54681 

^ 1/2 = — o»i7475 + 1,54681 

Die Wurzel - Gruppe («i), (/?,) und (y^) entspricht den Bedingungen der 
Cileichung; als Produkt der drei Wurzeln erhalten wir: 

«1 ßi yi=— 3»9994. 

Sechstes Beispiel. 

Eine Wurzel reell, zwei Wurzeln komplex. — Der besondere Faktor E imaginär. 

;<:^ -[- ^* -|- :x: -|- i o = it o 
s = a^ — 3^ = — 2 
S= 2a^ — 9 a^-|-27r = -)-2 63 
D = sl/7=: — 2,8284261 

Im Prinzip ist die Lösung dieser Aufgabe von derjenigen des vorigen Beispiels 
nicht verschieden, in der Praxis jedoch in der Art, dass die nur in beschränktem 
Umfang ausgeführte Tabelle II c für den Werth von £ nicht ausreicht; wir müssen 
die Lage von £ mit Hülfe der Tabelle IIa zunächst allgemein bestimmen und 
dann durch Interpoliren denjenigen Grad von Genauigkeit erreichen, den Tabelle II c 
für die dort behandelten Werthe bietet. 

Wir suchen also £ auf in der Tabelle IIa. 

j^= 92,9846 liegt hier zwischen 102,8591 fflir jbt == 20) und 41,1096 
•(für z = ig). 

Durch Interpoliren erhalten wir: 

für 5= 19 ist K^^-f- ö^'^^-f- 9« = 95,8957 

für 2= 18 ist }^x^-\- 6z^ -\- gz= 89,0954; 

für -Ä":::: 92,9846 Hegt also z zwischen 19 und 18 und zwar ziemlich in der Mitte. 

Für z=i8,5 ist l^a;^ -j- 62^ -j" 9^ = 92>4749 
für 0= 18,6 ist Vz^ -^ 6z^ -]- gz = gs,i$sg. 

£ liegt zwischen diesen beiden Zahlen , und zwar verhält sich der Abstand 
von der kleineren zum Abstand von der grösseren Zahl wie 5097 : 17 13 oder an- 
nähernd wie 3:1. 

Wir interpoliren daher weiter in folgender Art: 

für ^= 18,57 ist )/2^ 4" 62^ -f- 92?= 92,9514 
fiir 5=18,58 ist K«^ -|- 6ä^ -j- 9J? = 93,0196. 

Die weitere Rechnung führen wir nun in der bereits bekannten Art : 

für A=y — 18,58 J ist ^ = 93,01961' 

für ^ = y — zs ist £ = 92,9846 t 

/ 33^ 

für j4=y — 18,57^ ist j£ = 92,95142 
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^ = + 18,58 — V=z-\- 18,57 — 7P 

V -{-w = 0,01 
V :w =: 350 : 322 
70 = 0,0048 

^=18,5748 
A = + »/~i8, 57.48j = -}- »/^^,5748(-^ = + 6,0950 

^ __ — 6,0950=1:11,6382 1 

2 

A+2B ±11,63821 , ^ 

fi = —^ = ^-^ = ± 3,87941 

3 3 

^_ — 2 — ii,6382t± 6,095o _ f g, = — i,349i6 — 1,9397» 

6 |a2 = + 0,6825 —1,9397^' 

~2 + 



/^ = 



12,1900 _r/?^==-f- 1,69833 



_ — 2 4- 1 1,6382 iiji 6,0950 _|yt = — 1,34916 + 1,9397« 
^ 6 |y2= + o,6825 + 1,9397t 

Die Wurzel - Gruppe (a^) , (ß^) und (y^) entspricht den Bedingungen der 
Gleichung; als Produkt der drei Wurzeln erhalten wir: 

«2 ß^y^z=: — 10,0198.- 

Siebentes Beispiel. 

Alle drei Wurzeln komplex. — Der besondere Faktor £ komplex. 
x^ -\- 3x^ — 4 1 jp -f- I -(- 2 1 = i o 
s =fl2 — 3^s=-j-9-j-i2t 
j^= — 3159+ 11881 
S =2fl' — <)ad -\- 2TC = -\- Si -\- i62i 
S^ = — 19683 -\- 26244t 

r.O ^ 19683 + 262441 , ^ 

^'=73= -3iS9 + »88; = + 8>.95904- 5,^3547^. 

£^ = — 5,22547200 (— 1,56845236 -j-t) 
also 

v = — 5,22547200 

IV = — 1,56845236 

V7Cf = -\- 8,19590400 

Es handelt sich nun um die Bestimmung von m^ und n^ für den Werth t\. 

Die Grenze zwischen dem reellen und imaginären Gebiet, also der Null- 
Ausgangspunkt für den reellen Werth v^ liegt zwischen (m = -\- 4,4) und (/// = -f- 4»3)- 
Wir berechnen für {m = -\- 4,4) die zugehörigen Werthe : 

-f- 8,624 — 8,195904 

«' = :pj^^ = + 0,59457 

« = ±0,243839 

V = — «3 _|_ 14,28« = ± 3,467522. 
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Dieser z^-Werth ist kleiner als der verlangte z;-Werth; wir gehen daher über 
zu (w = -[" 4»5) ^^^ berechnen die zugehörigen Werthe: 

4-10,125 — 8,195904 

«2 = = -f- 0,257212800000 

+ 7;5 
« =z= i 0,507161 

t; = — «3^ 15,75« = ±7,838966. 
Wir haben jetzt m in der ersten Gabel : 

^ = +4,5 ^ = ±7,838966! ^^^^^^^ 

m = -\-x tr = ±5,225472| 

,« = f 4,4 v = ± 3,467522 } ''757950. 

Aus vorstehenden Differenzen ergibt sich der annähernde Werth (m = -\- 4,44); 
wir berechnen die zugehörigen Werthe: 

-j- 9,206784 ^8, 195904 I ^ ,,0^^0,^^^,^ 

n' = j = + 0,138098360655 

+ 7,32 

« = db 0,371616 

v = — «3 -|- 14,8608« = i 5,471114. 

Dieser t;- Werth ist grösser als der verlangte z^- Werth; wir gehen deshalb 
zurück auf (m = -\- 4,43) und berechnen die zugehörigen Werthe : 

^2 —+9,058907 —8,195904 _ , ^ r.Ä.RT^.r-a^r. 

«^ = — -- =-1-0,118381755830 

-f- 7,29 

n = + 0,344066 

V = — n^ -\- 14,71 47 « = di 5,022097. 
Wir haben jetzt /// in der zweiten Gabel : 

/« = 4-4,44 ^ = ±5,471114} 0,245642 
w = -j*-^ ^ = i5, 225472^ 



/// 



= + 4,43 v = ± 5,022097 / °'203375. 



Hiemach liegt der gesuchte z?/ -Werth ziemlich in der Mitte zwischen (-)- 4,44) 
und (-(- 4,43). Wir setzen (»« = -}- 4,435) ^^^ berechnen die zugehörigen Werthe: 

2 +9,132762875—8,195904 

«2 = -J I ^ ^ ^ = 0,128248990417 

+ 7,305 

« = ±0,358118 

2' = — «*+ 14,787675« = ±5,249805. 

Dieser Werth ist grösser als der verlangte t^- Werth; wir gehen daher zurück 
auf (;// = -j- 4,434) und berechnen die zugehörigen Werthe : 

_ +9,117882504 — 8,195904 _ , T,fi,/;,Ä,.,^. 
« — I = i" 0,126263832375 

« = ±0,355336 

v = — n^-\- 14,773068« = ± 5,204534. 
Wir haben jetzt m in der dritten Gabel : 

^ = + 4,435 ^ = ± 5,249805 1 0,024333 

m = -\-x z; = ±s, 225472^ 

m = + 4,434 V = ± 5,204534 } ^'^^^948. 

Hiemach liegt der gesuchte »/ -Werth ziemlich in der Mitte zwischen -f- 4,435 
und -f- 4,434. 
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Durch Fortsetzung dieses Gabel-Verfahrens — dessen Einzelheiten hier nicht 
weiter aufgeführt werden — erhalten wir: 

^1 = + 4,434462 
«1= — 0,356618 



also : 



«1 = + 41434462 — 0,3566181 
z^s = -f 44,189574 -j- 50,003982t 

A = Vz^s = + 7,447188 + 3,357237« 
- Adt yi2s — 3-^^ 



B = 



B = 



2,454078 — 3,9592601 



— 12,440298 — 2,7552141 



A-\-2B 

€ = ! 



also : 



-f- 4,9931 10 — 0,602023t 



€ = < 



4,993110 -|- 0,602023t 



3«i = + 4,993110 — 0,602023t 
3^2 = — 4,9931 10 + 0,602023t. 



Wenden wir jetzt die Gleichungen XIII, XIV und XV an, so erhalten wir 
mit Berücksichtigung der beiden Werthe €j und ^ folgende Werthe für die drei 
Wurzeln der gegebenen Gleichung: 



«1 = 



— 2Ä— 3^1 — K4^ — 3«i^ I c • 
= -^ ^ = — 2,341535 +o,272645t 

— 2a — 36j-|-f/4f — 3€i» I oic I 

ag = — = 4" 0,140861 -f- 1,391724t 



a. 



a. 





2a — 


'3^3 y^s 


-3^3* 




2a — 


6 




— 


' z^^ + Vas- 


-3^2^ 



= — 2,140861 — 1,391724t 



+ 0,341535 —0,272645t 



ß: 



Ä 



1 — = -j- 1,40 

_ 2Ä— 2 j/45 — 3«l2 
= = 3,40 



2396 + 1,11.9079« 



2396 1,119079t 



A = 



ß< = 



= + 1,482396 + 1,119079» 



— 2a -\- 2 y ^s — ^e^ 

i 

^ = — 3,482396 — 1,1190791 



— 2a — 2 y A^ — 



3^5 
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yi = 



— 2fl+3«i — / 



4^ — 3«] 



= a, 



Y% = 



_ — gg + 3^1 + F^4^ — 3^1^ _ 



=ra. 



— 2a-\- 3^2 — f/4f — 3^2^ 

ys = 6 ~ 



= a, 



^ _ — 2g + 3^2 + ^^4 ^ — 3^2 ^ _ ^ 

Thatsächlich haben wir also nur zwei verschiedene Wurzel-Gruppen : 

«1 = — 2,341535 + 0,272645t 
ft = + 1,482396-}- 1,119079t 
/i = — 2,140861 — 1,391724t 

a^ = -(- 0,140861 -f- 1,391724t 

II ^ft = — 3,482396— 1,119079t 

^2 = + 0*341535 — 0,272645t 

Bei näherer Untersuchung finden wir, dass die Wurzeln der zweiten Gruppe 
den Bedingungen der gegebenen Gleichung entsprechen. 

Als Produkt der drei Wurzeln erhalten wir: 

«2 X A X y« = — 0,999972 — 1,999986t ; 
der eigentlich richtige Werth ist ( — i — 2 t). 

Das Produkt der ersten Wurzel - Gruppe , welche nicht den Bedingungen 
der gegebenen Gleichung entspricht, ergibt: 

«1 X ft X yi = + 4,999971 + 9,999981t. 
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Dritter Theil. 



Tabellen. 



Tabelle I. 



Schlüssel zur Lösung kubischer Gleichungen, deren besonderer 

Faktor E reell ist 



A=^-^zs 




A — YTs 


1 


^=y,8__6- 


8* + 9» 


E=yz^—^ti 


B« + 9« 


z = 


ig»« 


^— 


j» = 


^ = 


E=^ 


+ 4.00 

3,99 
3,98 

3,97 


+ 4,000000 


— 2,0000 


+ 3,50 

3,49 
3,48 
3,47 


+ 0,875000 


— 0,9354 


+ 3,910599 
+ 3.822392 

+ 3,735373 


— 1,9775 

— 1,9551 

— 1,9327 


+ 0,837949 
+ 0,801792 
+ 0,766523 


— 0,9154 

— 0,8954 

— 0,8755 


3,96 
3,95 
3,94 


+ 3.649536 
+ 3,564875 
+ 3,481384 


— 1,9103 

— 1,8880 

— 1,8658 


3,46 
3,45 
3,44 


+ 0,732136 
+ 0,698625 
+ 0,665984 


— 0,8556 

— 0,8358 

— 0,8161 


3,93 
3,92 

3,91 

+ 3i90 

3,89 
3,88 

3,87 


+ 3,399057 
+ 3,317888 

+ 3,237871 


— 1,8436 

— 1,8215 

— 1,7994 


3,43 
3,42 
3,41 

+ 3,40 

3,39 
3,38 
3,37 


+ 0,634207 
+ 0,603288 
+ 0,573221 


0,7964 

— 0,7767 

— 0,7571 


+ 3,159000 


— 1,7773 


+ 0,544000 


— 0,7376 


+ 3,081269 
+ 3,004672 
+ 2,929203 


— 1,7553 

— 1,7334 

— 1,7115 


+ 0,515619 
+ 0,488072 

+ 0,461353 


— 0,7181 

— 0,6986 

— 0,6792 


3,86 

3,85 
3,84 

1 


+ 2,854856 
+ 2,781625 
+ 2,709504 


— 1,6896 
1,6678 

— 1,6460 


3,36 
3,35 
3,34 


+ 0.435456 

+ 0,410375 
+ 0,386104 


— 0,6599 

— 0,6406 

— 0,6214 


3,83 
3,82 

3,81 
+ 3,80 

3,79 
3.78 
3,77 


+ 2,638487 
+ 2,568568 

+ 2,499741 


— 1,6243 

— 1,6026 

— 1,5810 


3,33 
3,32 

3,31 

+ 3,30 

3,29 
3,28 

3,27 


+ 0,362637 
+ 0,339968 
+ 0,318091 


— 0,6022 

— 0,5831 

— 0,5640 


+ 2,432000 


— 1,5594 


+ 0,297000 


— 0,5449 


+ 2,365339 
+ 2,299752 

+ 2,235233 


— 1,5379 
~i,5i64 

— 1,4950 


+ 0,276689 
+ 0,257152 
+ 0,238383 


— 0,5260 

— 0.5071 

— 0,4882 


3,76 
3,75 
3,74 


+ 2,171776 
+ 2,109375 
+ 2,048024 


— 1,4736 

— 1,4523 

— 1,4311 


3,26 

3,25 
3,24 


+ 0,220376 
+ 0.203125 
+ 0,186624 


— 0,4694 

— 0,4507 

— 0,4320 


3,73 
3,72 
3,71 

+ 3.70 

3,69 
3,68 

i 3,67 


+ 1,987717 
+ 1,928448 

+ 1,870211 


— 1,4099 

— 1,3887 

— 1,3675 


3,23 
3,22 

3,21 

+ 3,20 

3,19 
3,18 

3,17 


+ 0,170867 
+ 0.155848 
+ 0,141561 


— 0,4133 

— 0.3947 

— 0.3762 


+ 1,813000 


— 1,3464 


+ 0,128000 


— 0.3577 


+ 1,756809 
+ 1,701632 
+ 1,647463 


- 1,3254 
1,3044 

— 1,2835 


+ 0,115159 
+ 0,103032 
+ 0,091613 


— 0,3393 

— 0.3209 

— 0,3026 


3,66 

3,65 
3,64 


+ 1,594296 
+ 1,542125 
+ 1,490944 


— 1,2626 

— 1,2418 

— 1,2210 


3,16 

3,15 
3,14 


+ 0,080896 
+ 0,070875 
+ 0,061544 


— 0,2844 

— 0,2662 

— 0,2481 


3,63 
3,62 

3,61 

, +3.60 

1 3,59 

1 3,58 

3,57 


+ 1,440747 
+ 1,391528 
+ 1,343281 


— 1,2003 
1,1796 

— 1,1590 


3,13 

3,12 
3,11 

+ 3,10 

3,09 
3,08 

3,07 


+ 0,052897 
+ 0,044928 
+ 0,037631 


— 0.2300 

— 0,2119 

— 0,1939 


+ 1,296000 


- 1,1384 


+ 0,031000 


— 0,1760 


+ 1,249679 
+ 1,204312 

+ M59893 


— M179 

— 1,0974 

— 1.0770 


+ 0,025029 
+ 0,019712 
+ 0,015043 


— 0,1582 

— 0,1404 

— 0,1226 


3,56 
3,55 
3,54 


+ 1,116416 

+ 1,073875 
+ 1,032264 


— 1,0566 

— 1,0363 

— 1,0160 


3,06 

3,05 
3,04 


+ 0.011016 
+ 0,007625 
+ 0,004864 


— 0,1049 

— 0,0873 

— 0,0697 


3,53 
3,52 

3,51 
+ 3.50 


+ 0,991577 
+ 0,951808 
+ 0,912951 


— 0,9958 

— 0.9756 

— 0,9555 


3,03 
3,02 

3,01 
+ 3,00 

1 


+ 0,002727 
+ 0,001208 
+ 0,000301 


— 0,0522 

— 0,0347 

— 0,0173 


+ 0,875000 


— 0,9354 


+ 0,000000 


+ 0,0000 
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A^Vzs 


■ 


A^Vbs 


•1 


^ = ]/«« — 6j 


i« + 9* 


^ = y,» — 6; 


5« + 9« 


8 


£« = 


-£• = 


z = 


-£» = 


B — 


+ 3,00 

2,99 
2,98 

2,97 


+ 0,000000 


+ 0,0000 


+ 2,50 

2,49 
2,48 
2,47 


+ 0,625000 


+ 0,7906 


+ 0,000299 
+ 0,001192 
+ 0,002673 


+ 0,0173 

+ 0.0345 
+ 0,0517 


+ 0,647649 
+ 0,670592 
+ 0,693823 


+ 0,8048 
+ 0,8189 
+ 0,8330 


2.96 

2.95 
2,94 


+ 0,004736 
+ 0,007375 
+ 0,010584 


+ 0,0688 
+ 0.0859 
+ 0,1029 


2,46 

2,45 
2,44 


+ 0,717336 
+ 0,741125 

+ 0,765184 


+ 0,8470 
+ 0,8609 
+ 0,8747 


2,93 
2,92 

2,91 

+ 2,90 

2,89 
2,88 
2,87 


+ 0.014357 
+ 0,018688 

+ 0,023571 


- 


-0,1198 
-0,1367 
-0,1535 


2,43 
2,42 

2,41 
+ 2,40 

2,39 
2,38 

2,37 


+ 0,789507 
+ 0,814088 
+ 0,838921 


+ 0,8885 
+ 0,9023 
+ 0,9159 


+ 0,029000 


+ 0,1703 


+ 0,864000 


+ 0,9295 


+ 0,034969 
+ 0,041472 
+ 0,048503 


+ 0,1870 
+ 0,2036 
+ 0,2202 


+ 0,889319 
+ 0,914872 
+ 0,940653 


+ 0,9430 
+ 0,9565 
+ 0,9699 \ 


2,86 

2,85 
2,84 


+ 0,056056 
+ 0,064125 
+ 0,072704 


+ 0,2367 
+ 0,2532 
+ 0,2696 


2,36 
2,35 
2,34 


+ 0,966656 

+ 0,992875 
+ 1,019304 


+ 0,9832 

+ 0,9964 
+ 1,0096 


2.83 
2,82 
2,81 

+ 2,80 

2,79 
2,78 

2,77 


+ 0.081787 
+ 0,091368 
+ 0,101441 


+ 0,2859 
+ 0,3022 
+ 0,3185 


2,33 
2,32 

2,31 
+ 2,30 

2,29 
2,28 

2,27 


+ 1,045937 
+ 1,072768 

+ 1,099791 


+ 1,0227 

+ 1,0357 • 
+ 1,0487 


+ 0,112000 


+ 0,3346 


+ 1,127000 


+ 1,0616 


+ 0,123039 
+ 0,134552 
+ 0,146533 


+ 0,3507 
+ 0,3668 
+ 0,3828 


+ 1,154389 
+ 1,181952 
+ 1.209683 


+ 1,0744 
+ 1,0872 
+ 1,0999 


2,76 

2,75 
2,74 


+ 0,158976 

+ 0,171875 
+ 0,185224 


+ 0,3987 
+ 0,4146 
+ 0,4304 


2,26 
2,25 
2,24 


+ 1,237576 
+ 1,265625 
+ 1,293824 


+ 1,1125 
+ 1,1250 
+ 1,1375 


2,73 
2,72 
2,71 

+ 2,70. 

2,69 
2,68 

2,67 


+ 0,199017 
+ 0,213248 
+ 0,227911 


+ 0,4461 
+ 0,4618 

+ 0,4774 


2,23 
2,22 
2,21 

+ 2,20 

2,19 
2,18 

2,17 


+ 1,322167 
+ 1,350648 
+ 1,379261 


+ 1,1499 
+ 1,1622 

+ 1,1744 


+ 0,243000 


+ 0,4929 


+ 1,408000 


+ 1,1865 1 


+ 0,258509 
+ 0,274432 
+ 0,290763 


+ 0,5084 
+ 0,5238 
+ 0,5392 


+ 1.436859 
+ 1,465832 
+ 1,494913 


+ 1,1987 
+ 1,2107 
+ 1,2226 1 


2,66 
2,65 
2,64 


+ 0,307496 
+ 0,324625 
+ 0,342144 


+ 0,5545 
+ 0,5698 

+ 0,5849 


2,16 

2,15 
2,14 


+ 1,524096 

+ 1,553375 
+ 1,582744 


+ 1,2345 . 
+ 1,2463 
+ 1,2580 


2,63 
2,62 

2,61 

+ 2,60 

2,59 
2,58 
2,57 


+ 0,360047 
+ 0,378328 
+ 0,396981 


+ 0,6000 

+ 0,6151 
+ 0,6300 


2,13 
2,12 

2,11 

+ 2,10 

2,09 
2,08 

2,07 


+ 1,612197 
+ 1,641728 
+ 1,671331 


+ 1,2697 

+ 1,2813 , 
+ 1,2928 i 


+ 0,416000 


+ 0,6449 


+ 1,701000 


+ 1,3042 , 


+ 0,435379 
+ 0,455112 

+ 0,475193 


+ 0,6598 
+ 0,6746 
+ 0,6893 


+ 1,730729 
+ 1,760512 

+ 1,790343 


+ 1,3155 , 
+ 1,3268 1 
+ 1,3380 


2,56 

2,55 
2,54 


+ 0,495616 
+ 0,516375 
+ 0,537464 


+ 0,7040 
+ 0,7186 

+ 0,7331 


2,06 
2,05 
2,04 


+ 1,820216 
+ 1,850125 
+ 1,880064 


+ 1,3491 
+ 1,3602 1 

+ 1,3712 


2,53 
2,52 

2,51 

+ 2,50 

i 


+ 0,558877 
+ 0,580608 

+ 0,602651 


+ 0,7476 
+ 0,7620 

+ 0,7763 


2,03 
2,02 
2,01 

+ 2,00 


+ 1,910027 
+ 1,940008 
+ 1,970001 


+ 1,3820 
+ 1,3928 
+ 1,4036 1 


+ 0,625000 


+ 0,7906 


+ 2,000000 


+ 1,4142 
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A=^yzs 




A^^Yss 


1 


E — yz* — 6. 


5« + 9« 


E^yz^-~6i 


»« + 9* 


g = 


JE« = 


E = 


8 = 


JS» = 


E=^ 


+ 2,00 

1,99 
1,98 

1,97 


-f- 2,000000 


+ 1,4142 


1,49 
1,48 
1,47 


+ 3,375000 


+ 1,8371 


+ 2,029999 
+ 2,059992 
+ 2,089973 


+ 1,4248 

+ 1,4353 
+ 1,4457 


+ 3,397341 
+ 3,419392 
+ 3,441123 


+ 1,8432 
+ 1,8491 
+ 1,8550 


1,96 

1,95 
1,94 


4.2,119936 

-f 2,149875 
+ 2,179784 


+ 1,4560 
+ 1,4662 
+ 1,4764 


1,46 
1,45 
1,44 


+ 3,462536 
+ 3,483625 
+ 3,504384 


+ 1,8608 
+ 1,8664 
+ 1,8720 


' 1,93 
1,92 

1,91 

1,89 
1,88 

1,87 


4- 2,209657 
+ 2,239488 

4- 3,269271 


+ 1,4865 
+ 1,4965 
+ 1,5064 


1,43 
1,42 
1,41 

+ i»40 

1,39 
1,38 

1,37 


+ 3,524807 
+ 3,544888 
+ 3,564621 


+ 1,8775 
+ 1,8828 

+ 1,8880 


+ 2,299000 


+ 1,5162 


+ 3,584000 


+ 1,8931 


+ 2,328669 
+ 2,358272 
+ 2,387803 


+ 1,5260 

+ 1,5357 
+ 1,5452 


+ 3,603019 
+ 3,621672 

+ 3,639953 


+ 1,8982 

+ 1,9031 
+ 1,9079 


1,86 

1,85 
1,84 


4- 2,417256 
+ 2,446625 
+ 2,475904 


+ 1,5547 
+ 1,5642 

+ 1,5735 


1,36 
1,35 
1,34 


+ 3,657856 
+ 3,675375 
+ 3,692504 


+ 1,9126 

+ 1,9171 
+ 1,9216 


1,83 
1,82 
1,81 

+ 1,80 

1,79 
1,78 

1,77 


+ 2,505087 
+ 2,534168 
+ 2,563141 


+ 1,5827 

+ 1,5919 
+ 1,6010 


1,33 
1,32 

1,31 

1,29 
1,28 

1,27 


+ 3,709237 
+ 3,725568 

+ 3,741491 


+ 1,9259 
+ 1,9302 

+ 1,9343 


+ 2,592000 


+ 1,6100 


+ 3,757000 


+ 1,9383 


+ 2,620739 
+ 2,649352 
+ 2,677833 


+ 1,6189 
+ 1,6277 

+ 1,6364 


+ 3,772089 
+ 3,786752 
+ 3,800983 


+ 1,9422 
+ 1,9460 
+ 1,9496 


1,76 
1,75 
1,74 


+ 2,706176 

+ 2,734375 
+ 2,762424 


+ 1,6450 
+ 1,6536 
+ 1,6621 


1,26 

1,25 
1,24 


+ 3,814776 
+ 3,828125 

+ 3,841024 


+ 1,9531 
+ 1,9565 
+ 1,9598 


1,73 
1,72 

1,71 

+ 1JO 

1,69 

1,68 
1,67 


+ 2,790317 
+ 2,818048 
+ 2,845611 


+ 1,6704 
+ 1,6787 
+ 1,6869 


1,23 
1,22 

1,21 

1,19 
1,18 

1,17 


+ 3,853467 
+ 3,865448 
+ 3,876961 


+ 1,9630 
+ 1,9661 
+ 1,9690 


+ 2,873000 


+ 1,6950 


+ 3,888000 


+ 1,9718 


+ 2,900209 
+ 2,927232 
+ 2,954063 


+ 1,7030 
+ 1,7109 

+ 1,7187 


+ 3,898559 
+ 3,908632 

+ 3,918213 


+ 1,9744 
+ 1,9770 
+ 1,9794 


1,66 

1,65 
1,64 


+ 2,980696 
+ 3,007125 

+ 3,033344 


+ 1,7265 

+ 1,7341 
+ 1,7416 


1,16 
1,15 
1,14 


+ 3,927296 
+ 3,935825 
+ 3,943144 


+ 1,9817 
+ 1,9839 
+ 1,9859 


1,63 
1,62 

1,61 
+ 1,60 

1,59 
1,58 

1,57 


+ 3,059347 
+ 3,085128 

+ 3,110681 


+ 1,7491 
+ 1,7565 
+ 1,7637 


1,13 
1,12 

1,11 

1,09 
1,08 

1,07 


+ 3,951497 
+ 3,958528 

+ 3,965031 


+ 1,9878 

+ 1,9896 
+ 1,9912 


+ 3,136000 


+ 1,7708 


+ 3,971000 


+ 1,9927 


+ 3,161079 
+ 3,185912 
+ 3,210493 


+ 1,7779 
+ 1,7849 
+ 1,7918 


+ 3,976429 
+ 3,981312 
+ 3,985643 


+ 1,9941 

+ 1,9953 
+ 1,9964 


1,56 
1,55 
1,54 


+ 3,234816 

+ 3,258875 
+ 3,282664 


+ 1,7986. 
+ 1,8052 
+ 1,8118 


1,06 

1,05 
1,04 


+ 3,989416 
+ 3,992625 
+ 3,995264 


+ 1,9973 
+ 1,9981 
+ 1,9988 


1,53 
1,52 
1,51 


+ 3,306177 
+ 3,329408 

+ 3,352351 


+ 1,8183 
+ 1,8247 

+ 1,8309 


1,03 
1,02 

1,01 
-f- 1,00 


+ 3,997327 
+ 3,998808 

+ 3,999701 


+ 1,9993 
+ 1,9997 
+ 1,9999 


+ 3,375000 


+ 1,8371 


+ 4,000000 


+ 2,0000 



xxxxm 



A — Vzs 




A—yzs 






E—yz^ 6- 


5' + 9« 


E—yz^ — e. 


5" + 9« 


z 


^ — 


E — 


z = 


E^^ 


E — 




+ 1,00 

0,99 
0,98 

0,97 


4- 4,000000 


+ 2,0000 


+ 0,50 

0,49 
0,48 

0,47 


+ 3,125000 


+ 1,7677 




+ 3,999699 
+ 3,998792 
+ 3,997273 


+ 1,9999 
+ 1,9997 
+ 1,9993 


+ 3,087049 
+ 3,048192 
+ 3,008423 


+ 1,7570 

+ 1,7459 
+ 1,7345 


0,96 

o,9S 
0,94 


+ 3,995136 

+ 3,992375 
+ 3,988984 


+ 1,9988 
+ 1,9981 
+ 1,9972 


0,46 

0,45 
0,44 


+ 2,967736 

+ 2,926125 

. +2,883584 


+ 1,7227 
+ 1,7106 

+ 1,6981 




0,93 
0,92 

o,Qi 

+ 0,90 

0,89 
0,88 

0,87 


+ 3,984957 
+ 3,980288 

+ 3,974971 


+ 1,9962 
+ 1,9950 
+ 1,9937 


0,43 
0,42 

0,41 
4-0,40 

0,39 
0,38 

0,37 


+ 2,840107 

+ 2,795688 
+ 2,750321 


+ 1,6853 
+ 1,6720 

+ 1,6584 




. + 3,969000 


+ 1,9922 


+ 2,704000 

4- 2,656719 
4- 2,608472 

+ 2,559253 


+ 1,6444 




+ 3,962369 
+ 3,955072 
+ 3,947103 


+ 1,9905 
+ 1,9887 
+ 1,9867 


+ 1,6299 
+ 1,6151 
+ 1,5998 




0,86 
0,85 
0,84 


+ 3,938456 
+ 3,92912s 
+ 3,919104 


+ 1,9845 
+ 1,9822 

+ 1,9796 


0,36 
0,35 
0,34 


+ 2,509056 
+ 2,457875 

4- 2,405704 


+ 1,5840 

+ 1,5677 
+ 1,5510 




0,83 
0,82 
0,81 

-|- 0,80 

0,79 
. 0,78 

0,77 


+ 3,908387 
+ 3,896968 

+ 3,884841 


+ 1,9769 
+ 1,9741 
+ 1,9710 


0,33 
0,32 

0,31 
+ 0,30 

0,29 
0,28 
0,27 


+ 2,352537 
4- 2,298368 

4-2,243191 


+ 1,5338 
+ 1,5160 

+ 1,4977 




+ 3,872000 


+ 1,9677 


4- 2,187000 


+ 1,4788 


+ 3,858439 
+ 3,844152 
+ 3,829133 


+ 1,9643 
+ 1,9606 

+ 1,9568 


4- 2,129789 
+ 2,071552 
4-2,012283 


+ 1,4593 
+ 1,4392 
+ 1,4185 


0,76 

0,7 S 
0,74 


+ 3,813376 

+ 3,796875 
+ 3,779624 


+ 1,9528 
+ 1,9486 
+ 1,9441 


0,26 
0,25 
0,24 


+ 1,951976 
4- 1,890625 
4- 1,828224 


+ 1,3971 
+ 1,3750 
+ 1,3521 




0,73 
0,72 

0,71 
+ 0,70 

0,69 
0,68 
0,67 


+ 3,761617 
+ 3,742848 

+ 3,723311 


+ 1,9395 
+ 1,9346 
+ 1,9296 


0,23 
0,22 
0,21 

+ 0,20 

0,19 
0,18 
0,17 


+ 1,764767 
4- 1,700248 

4- 1,634661 


+ 1,3284 
+ 1,3039 
+ 1,2785 




+ 3,703000 


+ 1,9243 


4- 1,568000 


+ 1,2522 




+ 3,681909 

4- 3,660032 

+ 3,637363 


+ 1,9188 

+ 1,9131 
+ 1,9072 


4. 1,500259 

+ i,43H32 
+ 1,361513 


+ 1,2248 

+ 1,1964 
4- 1,1668 




0,66 
0,65 
0,64 


+ 3,613896 
+ 3,589625 

+ 3,564544 


+ 1,9010 

+ 1,8946 
+ 1,8880 


0,16 
0,15 
0,14 


4- 1,290496 

+ 1,218375 
+ i,i45H4 


+ 1,1360 
+ 1,1038 
4- 1,0701 




0,63 
0,62 
0,61 

-|- 0,60 

o,S9 
0,58 
0,57 


+ 3,538647 
+ 3,511928 

+ 3.484381 


+ 1,8811 

+ 1,8740 
+ 1,8666 


0,13 
0,12 

0,11 

+ ö»^^ 

0,09 
0,08 

0,07 


4- 1,070797 
+ 0,995328 
4-0,918731 


+ 1,0347 
+ 0,9976 
+ 0,9585 




+ 3,456000 


+ 1,8590 


4- 0,841000 


+ 0,9170 




+ 3,426779 
+ 3,396712 

+ 3,365793 


+ 1,8512 
+ 1,8430 
+ 1,8346 


4- 0,762129 
4- 0,682112 
4- 0,600943 


+ 0,8730 
+ 0,8259 
4-0,7752 




0,56 

0,55 
0,54 


+ 3,334016 

+ 3,301375 
+ 3,267864 


+ 1,8259 
+ 1,8169 
+ 1,8077 


0,06 
0,05 
0,04 


+ 0,518615 
4-0,435125 

+ 0,350464 


4-0,7201 
+ 0,6596 
+ 0,5920 




0,53 
0,52 

0,51 

+ 0,50 

1 


+ 3,233447 

+ 3,198208 

+ 3,162051 


+ 1,7982 
+ 1,7884 
+ 1,7782 


0,03 
0,02 
0,01 

4-0,00 


4- 0,264627 
4- 0,177608 
-f 0,089401 


+ 0,5144 
+ 0,4214 
+ 0,2990 

4- 0,0000 

1 




+ 3,125000 


+ 1,7677 


4- 0,000000 





XXXXIV 



Tabelle IL 



Schlüssel zur Lösung kubischer Gleichungen, deren besonderer 

Faktor E imaginär ist 







1 

A—y—zs 




A—y zs 


Ä=y-(3» 


+ 6«» + 9«) 


E=}/-{z* 


+ 6*« + 9«) 


z = 


^ = 


E — 


z 


jE» = 


E — 


+ loo 


— 1060900 


i 1030,0000 1 


+ 9 


— 1296 


± 36,0000 i 


+ 90 


— 778410 


_-t 882,2754 t 


+ 8 


968 


±31,11271 


-f 80 


— 551120 


± 742,3745« 


+ 7 


— 700 


± 26,4575 t 


+ 70 


— 373030 


± 610,7618/ 


+ 6 


— 486 


± 22,0454 t 


+ 60 


— 238140 


± 487,9959*" 


+ S 


— 320 


± 17,8885 i 


+ 50 


— 140450 


± 374,7666?: 


+ 4 


196 


± 14,0000 1 


+ 40 


— 73960 


± 271,9558 t 


+ 3 


— 108 


db 10,3923 i 


4- 30 


— 32670 


± 180,7485 t 


+ 2 


— 50 


± 7,0711* 


-f- 20 


— 10580 


±_ 102,8591 i 


+ ' 


— 16 


± 4,0000 t 


+ 10 


— 1690 


± 41,1096 i 









xxxxvn 



b. 



A—y-^zs 




A—y zs 


E—y («8 


+ ( 




E y-{z* + 6z^ + 9z) 


5a« + 9«) 


«=s 


E* — 


E^ 


z = 


E* = 


£ = 


-f-lOjO 

9,9 
9,8 
9,7 


— i690,cx)0 


i 41,1096* 


+ 5»o 

4,9 
4,8 
4,7 


— 320,000 


+ 17,8885 i 

■ 


— i647,4S9 

— 1605,632 

— 1564,513 


± 40,5889 i 
± 40,0703 t 

±39,5539* 


— 305,809 

— 292,032 

— 278,663 


±17,4874' ' 
± 17,0889 1 
± 16,6932 « 


9,6 
9,5 
9,4 


— 1524,096 

— 1484,375 

— 1445,344 


± 39,0397 i 
±38,52761 

±38,01771 


4,6 
4,5 
4,4 


— 265,696 

— 253,125 

— 240,944 


± 16,3002 i 
±15,9099«: 
±15,5224* 


9,3 
9,2 . 
9,1 

+ 9»o 

8,9 
8,8 

8,7 


— 1406,997 
1369,328 

— 1332,331 


+ 37,5 100 i 

± 37,0044 -i 
± 36,501 li 


4,3 
4,2 
4,1 

+ 4,0 

3,9 
3,8 
3,7 


— 229,147 

— 217,728 

— 206,681 


±15,1376* 
± 14,7556 * 
± 14,3764 * 


— 1296,000 


± 36,0000 i 


— 196,000 


± 14,0000 i 


— 1260,329 

— 1225,312 

— 1190,943 


+ 35,5011 i 

± 35,0044 i 
±34,51001 


— 185,679 
— 175,712 

— 166,093 


±13,6264« 

± 13,2556 t 
± 12,8877 « 


8,6 

8,5 
8,4 


— 1157,216 

— 1124,125 

— 1091,664 


±34,0179* 
± 33,5279 « 
± 33,0403 i 


3,6 
3,5 
3,4 


— 156,816 

— 147,875 
— 139,264 


± 12,5226 i 
±12,1604« , 
± 1 1,8010 1' 


8,3 
8,2 
8,1 

+ 8,0 

7,9 
7,8 
7,7 


— 1059,827 

— 1028,608 

— 998,001 


±32,5550* 
±32,07191 

±31,5911* 


3,3 

3,2 

3,1 
+ 3,0 

2,9 

2,8 

2,7 


— 130,977 

— 123,008 

— 115,351 


±11,4445' 
±11,0909« 

± 10,7402 « 


— 968,000 


±31,11271 


— 108,000 


± 10,3923 i 


— 938,599 

— 909,792 

— 881,573 


± 30,6366 i 
±30,1628 i 

±29,6913* 


— 100,949 

— 94,192 

— 87,723 


± 10,0473 I 

± 9,7052 t 
± 9,3660 i 


7,6 
7,5 
7,4 


— 853,936 

— 826,875 

— 800,384 


± 29,2222 i 
± 28,7554 i 
± 28,2910« 


2,6 

2,5 
2,4 


— 81,536 

— 75,625 

— 69,984 


± 9,0297« 
± 8,6963« 
± 8,3656« 


7y3 

7,2 

7,1 
+ 7,o 

6,9 
6,8 

6,7 


— 774,457 

— 749,088 

— 724,271 


±27,82911 

+ 27,3695 * 
±26,91232 

± 26,4575 i 


2,3 
2,2 

2,1 
+ 2,0 

1,9 
1,8 
^7 


— 64,607 

— 59,488 

— 54,621 


± 8,0378« 
± 7,71201 
± 7,3906« 


— 700,000 


— 50,000 


± 7,0711' 


— 676,269 

— 653,071 

— 630,403 


± 26,0052 i 

±25,5553* 
±25,1078* 


— 45,619 

— 4 ',472 

— 37,553 


+ 6,7542/ 
+ 6,4399 ^ 1 
± 6,1280« 


6,6 
6,5 
6,4 


— 608,256 

— 586,625 

— 565,504 


± 24,6628 i 
± 24,2203 i 
± 23,7803 * 


1,6 
1,5 
1,4 


— 33,856 

— 30,375 

— 27,104 


+ 5,8186« 

+ 5,5113' 
± 5,2061« 


6,3 
6,2 

6,1 

+ 6,o 

5,9 
5,8 
5,7 


— 544,887 

— 524,768 

— 505,141 


± 23,3428 i 
± 22,9078 i 
± 22,4753 i 


1,3 
1,2 

+ 1,0 

0,9 
0,8 

0,7 


— 24,037 

— 21,168 

— 18,491 


+ 4,9028« 
+ 4,6009« 
± 4,3001« 


— 486,000 


± 22,0454 i 


— 16,000 


± 4,0000« ] 


— 467,339 

— 449,152 

— 431,433 


± 21,6180« 

±21,1932* 
± 20,7709 i 


— 13,689 

— 11,552 

— 9,583 


- 


Z 3,6999' 
z 3,3988« 
z 3,09561 


5,6 

5,5 

1 5,4 


— 414,176 

— 397,375 

— 381,024 


±20,3513« 

±19,9343* 
±19,5198« 


0,6 

0,5 
0,4 


— 7,776 

— 6,125 

— 4,624 


± 2,7885« 
+ 2,4748« 
± 2,15031 


5,3 
5,2 
5,1 

+ 5,o 


~ 365,117 

— 349,648 

— 334,611 


± 19,1080« 
± 18,6989« 
±18,2924« 


0,3 
0,2 

0,1 
+ 0,0 


— 3,267 

— 2,048 

— 0,961 


+ 1,8075 t 

+ 1,43" ' 
± 0,9803« 


— 320,000 


±17,8885« 


— 0,000 


± 0,0000 « 



xxxxvin 



e. 



A=^y—zs 




A=y—zs 


1 


£=V-('» 


+ 6z^ + 9z) 


£=.l/-(^» 


+ 6z^ + 9z) 


9 


^ = 


E~ 


1 


^ = 


E — 


i +2,00 

1,99 
1,98 

1,97 


— 50,000000 


- 


b 7,071 li 


1 +i'5o 

1,49 
1,48 

1,47 


— 30,375000 


±5,5114* 


— 49,551199 

— 49,104792 

— 48,660773 


z 7y0393 i 
z 7,0075 « 
b 6,9757 i 


— 30,038549 

— 29,704192 

— 29,371923 


± 5,4807 * 
± 5,4501 * 
±5,41961 


1,96 

1,95 
1,94 


— 48,219136 

— 47,779875 

— 47,342984 


— 


- 6,9440 * 
36,9123* 

- 6,8806 * 


1,46 

1,45 
1,44 


— 29,041736 

— 28,713625 

— 28,387584 


± 5,3890 * 

+ 5,3585 i 
± 5,3280 * 


1,93 
1,92 

1,91 

+1,90 

1,89 
1,88 
1,87 


— 46,908457 

46,476288 

— 46,04647 1 


4- 6,8490 i 
--6,8174 t 
± 6,7858 i 


1,43 
1,42 

1,41 

1,39 
1,38 

1,37 


— 28,063607 

— 27,741688 

— 27,421821 


± 5,2975 * 
± 5,2670 * 
± 5,2366 * 


— 45,619000 


± 6,7542 i 


— 27,104000 


+ 5,2062 * 


— 45,193869 

— 44,771072 

— 44,350603 


4- 6,7226 i 
4- 6,69 1 1 X 
--6,6596* 


— 26,788219 

— 26,474472 

— 26,162753 


+ 5,17571 

+ 5,1453* 
±5,1150/ 


1,86 
1,85 
1,84 


— 43,932456 

— 43,516625 

— 43,103104 


4- 9,6281 i 
4- 6,5967 i 
-f 6,5653 i 


1,36 
1,35 
1,34 


— 25,853056 

— 25,545375 

— 25,239704 


± 5,0846 * 
+ 5,0542 * 
± 5,0239 t 


1,83 
1,82 

1,81 
-f-1,80 

1,79 
1,78 

1,77 


— 42,691887 

— 42,282968 

— 41,876341 


- 


z 6,5339 * 

- 6,5025 * 

- 6,47 1 2 * 


1,33 
1,32 

1,31 

+ 1.30 

1,29 
1,28 

1,27 


— 24,936037 

— 24,634368 

— 24,334691 


+ 4,9936 * 
± 4,9633 * 
± 4,9330 i 


— 41,472000 


b 6,4399 i 

1 


— 24,037000 


+ 4,9028 * 


— 41,069939 

— 40,670152 

— 40,272633 


4- 6,4086 i 

+ 6,3773 * 
±6,3461* 


— 23,741289 

— 23,447552 

— 23,155783 


± 4,8725 t 

+ 4,8423 * 
± 4,8120* 


1,76 

1,75 
1,74 


— 39,877376 

— 39,484357 

— 39,093624 


+ 6,3149* 
4- 6,2837 i 
± 6,2525 * 


1,26 

1,25 
1,24 


— 22,865976 

— 22,578125 

— 22,292224 


±4,7818* 
±4,7516* 
±4,7214* 


1,73 
1,72 

1,71 

4- 1.70 

, 1,69 
: 1,68 

1,67 


— 38,705117 

— 38,318848 

— 37,934811 


4-6,2213* 
4- 6,1902 * 
--6,1591* 


1,23 
1,22 
1,21 

-|-1,20 

1,19 
1,18 

1,17 


— 22,008267 

— 21,726248 

— 21,446161 


±4,6913* 
± 4,6611 i 

±4,6310* 


— 37,553000 


±6,1280* 


— 21,168000 


± 4,6009 « 


— 37,173409 

— 36,796032 

— 36,420863 


+ 6,0970 i 
± 6,0660 * 1 
± 6,0350 * 


— 20,891759 

— 20,617432 

— 20,344913 


+ 4,5707 * 
+ 4,5406 * 
+ 4,5105* 


1,66 

1,65 
1,64 


— 36,047896 

— 35,677125 

— 35,308544 


± 6,0040 * 
± 5,9730 i 
± 5,9421 1 


1,16 

1,15 
1,14 


— 20,074496 

— 19,805875 
— 19,539144 ■ 


+ 4,4805 * 
+ 4,4504 * 
+ 4,4203 * 


1,63 
1,62 

i,6i 

1 

1,59 
1,58 
1,57 


— 34,942147 

— 34,577928 

— 34,215881 


+ 5,9112 t 
± 5,8803 * 
± 5,8494 * 


1,13 
1,12 

1,11 

+ 1,10 

1,09 
1,08 

1,07 


— 19,274297 
— 19,011328 
— 18,750231 


± 4,3902 * 
± 4,3602 * 
+ 4,3302 * 


— 33,856000 


±5,8186* 


— 18,491000 


+ 4,3001 * 


— 33,498279 

— 33,142712 

— 32,789293 


± 5,7878 i 
± 5,7570 i 
± 5,7262 * 1 


— 18,233629 
— 17,978112 

— 17,724443 


+ 4,2701 * 

+ 4,2401 * 
+ 4,2100* 


1,56 
1,55 
1,54 


— 32,438016 

— 32,088875 

— 31,741864 


± 5,6954 * 
± 5,6647 i 
± 5,6340 i 


1,06 
1,05 
1,04 


— 17,472616 

— 17,222625 

— 16,974464 


±4,1800* ' 
+ 4,1500* 
+ 4,1200 * 


1,53 
1,52 
1,51 

+ 1,50 


— 31,396977 

— 31,054208 

— 30,713551 


± 5,6033 » 
± 5,5726 * 
± 5,5420 * 


1,03 
1,02 

1,01 

1 

+ 1,00 


— 16,728127 
— 16,483608 

— 16,240901 


+ 4,0900 * 
+ 4,0600 * 
+ 4,0300 * 


— 30,375000 


+ 5,5114*' 


— 16,000000 


+ 4,0000« 



XXXXIX 



e. 



A=^y^zs 






A=y—ss 


E y-{z^ 




E^y-{z^ 


+ 6«« +9«) 


+ 6a« + 9«) 1 


« =* 


£* — 


E — 


z = 


E» — 


E— 1 


+ 1,00 

0,99 
0,98 

0,97 


— 16,000000 


dt 4,0000 i 


+ 0,50 

0,49 
0.48 
0,47 


— 6,125000 


± 2,4748 i 1 


— 15,760899 

— 15,523592 

— 15,288073 


± 3.9700 i 
± 3,9400 i 
± 3,9100 i 


— 5,968249 

— 5,812992 

— 5,659223 


± 2,4430 i 
± 2,4110 i 

± 2,3789 « 


0,96 

0,95 
0,94 


— 15,054336 

— 14,82237s 

— 14,592184 


± 3,8800 i 
± 3,8500 i 1 
± 3,8200 i 


0,46 
0,45 
0,44 


— 5.506936 
5,356125 

— 5,206784 


± 2,3467 ' 1 

±2,3143* 
±2,28181 


0,93 
0,92 

0,91 

+ 0,90 

0,89 
0,88 
0,87 


— 14,363757 
— - 14,137088 

13,912171 


± 3,7900 i 
± 3,7600 i 

± 3,7299 i 


0,43 
0,42 
0,41 

+ 0,40 

0,39 
0,38 
0,37 


— 5,058907 

— 4,912488 

— 4,767521 


± 2,2492 i 
±2,2164/ 

±2,1835* 


— 13,689000 


± 3,6999 ' 


— 4,624000 


±2,1503» [ 


13.467569 

— 13,247872 

— 13.029903 


± 3,6698 i 

± 3,6398 i 
± 3,6097 i 


— 4,481919 

— 4,341272 

— 4,202053 


±2,1171 i 
± 2,0836 t 
± 2,0499 i 


0,86 

0,85 
0,84 


— 12,813656 

— 12,599125 

— 12,386304 


:i-- 3,5796 i 
± 3,5495 * 
±3,5194'' 


0,36 
0,35 
0,34 


— 4,064256 

— 3,927875 

— 3,792904 


± 2,0160 I 
±1,9819« ' 
± 1,9475 « 


0,83 
0,82 
0,81 

+ 0,80 

0,79 
0,78 

0,77 


— 12,175187 

— 11,965768 

— 11,758041 


± 3,4893 * 
± 3,4592 i 
± 3,4290 i 


0,33 
0,32 
0,31 

0,29 
0,28 

0,27 


— 3,659337 

— 3,527168 

— 3,396391 


± 1.9129/ 
±1,8781 / 
± 1.8429 t 


— 11,552000 


± 3,3988 i 

1 


— 3,267000 


± 1,8074 « 

1 


— 11,347639 

— 11,144952 

— 10,943933 


± 3,3686 i 

± 3,3384 * 
± 3,3082 / 


— 3,138989 

— 3,012352 

— 2,887083 


±1,7717* 
± 1,7356 I 
± 1,6991 1 


0,76 
0,75 
0,74 


— 10,744576 

— 10,546875 

— 10,350824 


± 3,2779 i 
± 3,2476 i 
±3,2173* 


0,26 

' 0,25 

0,24 


— 2,763176 

— 2,640625 

— 2,519424 


± 1,6623 i 
± 1,6250 i 

± 1,5873 * 


0,73 
0,72 

0,71 

+ 0,70 

0,69 
0,68 
0,67 


— 10,156417 

— 9,963648 

— 9,772511 


±3,1869/ 

±3.1565* 
±3,12611 


0.23 
0,22 
0,21 

+ 0,20 

0,19 
0,18 

0,17 


— 2,399567 

— 2,281048 

— 2,163861 

— 2,048000 


± 1,5491 * 
±1.5103» ' 
±1,47101 


— 9,583000 


± 3.0956 * 


± 1,4311 « 


— 9,395109 

— 9,208832 

— 9,024163 


± 3,0651 i 
± 3,0346 i 
dz 3,0040 i 


— 1,933459 

— 1,820232 

— 1,708313 


± 1,3905 * 
± 1,3491 * 
±1,3070/ 


0,66 

0,65 

1 0,64 


— 8,841096 

— 8,659625 

— 8,479744 


± 2,9734 * 

± 2,9427 * 
±2,9120 i 


0,16 
0,15 
0,14 


— 1,597696 

— 1,488375 

— 1,380344 


±1,2640» 
± 1,2200 i 
± 1,1748 / 


0,63 * 

0,62 

0,61 

+ 0,60 

0,59 
0,58 

0,57 


— 8,301447 

— 8,124728 

— 7,949581 


± 2,8812 i 
± 2,8504 i 
±2,8195* 


0,13 
0,12 

0,11 
+ 0,10 

0,09 
0,08 
0,07 


— 1,273597 

— 1,168128 

— 1,063931 

— 0,961000 


± 1,1285 * 
± 1,0808 1 
± 1,0315 / 


— 7,776000 


± 2,7885 i 


± 0,9803 i 


— 7,603979 

— 7,-4335i2 

— 7,264593 


± 2,7575 i 
± 2,7264 i 

± 2,6953 i 


— 0,859329 

— 0,758912 

— 0,659743 


± 0,9270 1 
±0,8712/ 
± 0,8122 t 


0,56 

0,55 
1 0,54 


— 7,097216 

— 6,931375 

— 6,767064 


± 2,6641 i 
± 2,6328 i 
± 2,6014 i 


0,06 

0,05 

' 0.04 


— 0,561816 

— 0,465125 

— 0,369664 


± 0,7495 * 
± 0,6820 / 

± 0,6080 / 


0,53 
0,52 

0,51 
+ 0,50 


— 6,604277 

— 6,443008 

— 6.283251 


± 2,5699 i 

±2,5383* 
± 2,5066 i 


0,03 
0,02 
0,01 

+ 0,00 


— 0,275427 

— 0,182408 

— 0,090601 


±0,5248/ 
±0,4271/ 
± 0,3010 t 


— 6,125000 


± 2,4748 * 


zp 0,000000 


±0,0000/ 



TabeUe IIL 



Schlüssel zur Lösung kubischer Gleichungen, deren besonderer 

Faktor E komplex ist 



m — 


M- 

1 

«r*— 6«r*-|-9«r = 


- VW 

V 
31M — 6=s 


auf* — iajw + 9 


m — 


M — VW 
N 

»I*— 6«r*-}-9JW= 3iif— 6 = 


3JW* — x2jw-}-9 


+ lOO 


+ 940900 


+ 294 


+ 28809 


± 


± 


6 


+ 9 


+ 90 
+ 80 

+ 70 


+ 6812IO 

+ 474320 
+ 314230 


+ 264 

+ 234 
+ 204 


+ 23229 
+ 18449 

+ 13869 


— I 

2 

3 


— 16 

— 50 

— 108 


— 9 

— 12 

— 15 


+ 24 
+ 45 
+ 72 


+ 60 
+ 50 
+ 40 


+ 194940 
+ I 10450 
+ 54760 


+ 174 
+ 144 
+ 114 


+ 10089 
+ 6909 
+ 4329 


4 

5 
— 6 


— 196 

— 320 

— 486 


— 18 

— 21 

— 24 


+ loS 
+ 144 
+ 189 


+ 30 
+ 20 
+ 10 


+ 21870 

4- 5780 
+ 490 


+ 84 
+ 54 
+ 24 


+ 2349 
+ 969 
+ 189 


— 7 

— 8 

— 9 


— 700 

— 968 

— 1296 


— 27 

— 30 

— 33 


+ 240 
+ 297 
+ 360 


+ 9 
+ 8 
+ 7 


+ 324 
+ 200 

4- 112 


+ 21 
+ 18 
+ IS 


+ 144 
+ 105 

+ 72 


— 10 

— 20 
30 


— 1690 

— 10580 

— 32670 


- 36 

- 66 

- 96 


+ 429 
+ 1449 
+ 3069 


+ 6 
+ 5 
+ 4 


+ 54 
+ 20 

+ 4 


+ 12 
+ 9 
+ 6 


+ 45 
+ 24 

+ 9 


— 40 
50 

— 60 


— 73960 

— 140450 

— 238140 


— 126 
-156 

— 186 


+ 5289 
+ 8109 

+ 11529 


+ 3 

+ 2 
+ I 


d= 

+ 2 
+ 4 


+ 3 
± 

— 3 


± 
— 3 
=F 


70 

— 80 

90 


— 373030 

— 5SII20 

— 778410 


— 216 

— 246 

— 276 


+ 15549 
+ 20169 

+ 25389 


± 


± 


— 6 


+ 9 


— 100 


— 1060900 


— 306 


+ 31209 



LIII 



b. 



m=s 


wi'— 6 »f ■ -|- 9 jw = 


-VW 

V 
3JW — 6 = 


3«»* — xaiw + 9 

1 


■ 

m — 


1 


,. M- 


- VW 


3i»»«-xaji« + 9 


' ~ N 
w«+9»«-= 3«» — 6 = 


+10,0 

9,9 
9,8 

9,7 


+ 490,000 


+ 24,00 


+ 1 


[89,00 


+ 5,0 

4,9 
4,8 
4,7 


+ 


20,000 


+ 9,00 


+ 24,00 


+ 471,339 
+ 453,152 

+ 435,433 


+ 23,70 
+ 23,40 
+ 23,10 


+ 1 


184,23 
179,52 
174,87 


+ 
+ 
+ 


17,689 
15,552 
13,583 


+ 8,70 
+ 8,40 

+ 8,10 


+ 
+ 
+ 


22,23 
20,52 
18,87 


9,6 
9,5 
9,4 


+ 418,176 

+ 401,375 
+ 385,024 


+ 22,80 
+ 22,50 
+ 22,20 


+ 1 
+ 1 


[70,28 

165,75 
[61,28 


4,6 
4,5 
4,4 


+ 
+ 
+ 


11,776 

10,125 

8,624 


+ 7,80 

+ 7,50 

+ 7,20 


+ 17,28 jl 

+ 15,75 '1 
+ 14,28 1 


9,3 
9,2 

9,1 

+9.0 

8,9 

8,8 
8,7 


+ 369,117 
+ 353,648 
+ 338,611 


+ 21,90 
+ 21,60 
+ 21,30 


+ 1 
+ 1 
+ 1 


156,87 

152,52 

148,23 


4,3 
4,2 
4,1 

3,9 
3»8 

3»7 


+ 
+ 
+ 


7,267 
6,048 
4,961 


+ 6,90 
+ 6,60 

+ 6,30 


+ 
+ 
+ 


12,87 

11,52 
10,23 


-f- 324,000 


+ 21,00 

+ 20,70 
+ 20,40 
+ 20,10 


+ 1 


[44,00 


+ 


4,000 


+ 6,00 


+ 


9,00 


+ 309,809 
+ 296,032 
+ 282,663 


+ 1 


139,83 

135,72 

131,67 


+ 
+ 
+ 


3.159 

2.432 
1,813 


+ 5.70 
+ 5.40 
+ 5.10 


+ 
+ 
+ 


7.83 
6,72 

5.67 


8,6 

8,5 
8,4 


+ 269,696 
+ 257,125 
+ 244,944 


+ 19,80 
+ 19,50 
+ 19,20 


+ 1 
+ 1 


[27,68 

123,75 
[19,88 


3.6 
3,5 
3.4 


+ 
+ 
+ 


1.296 
0,875 

0.544 


+ 4.80 
+ 4,50 

+ 4.20 


+ 
+ 
+ 


4.68 

3.75 
2,88 


8,3 
8,2 

8,1 
+ 8,0 

7,9 
7,8 
7,7 


+ 233,147 
+ 221,728 

-|- 210,681 


+ 18,90 
+ 18,60 

+ 18,30 


+ 1 
+ 1 


116,07 
112,32 
[08,63 


3i3 
3.2 

3,1 

2.9 

2.8 
2,7 


+ 

+ 
+ 


0,297 
0,128 
0,031 


+ 3,90 
+ 3.60 

+ 3.30 
+ 3.00 


+ 
+ 
+ 


2,07 

1.32 
0,63 • 


-f- 200,000 

+ 189,679 
+ 179,712 
+ 170,093 


+ 18,00 


+ 1 


[05,00 


+ 


0,000 


d= 


0,00 


+ 17,70 
+ 17,40 
+ 17,10 


+ 1 

+ 
+ 


io>,43 
97,92 
94,47 


+ 
+ 
+ 


0,029 
0,112 
0,243 


+ 2,70 

+ 2,40 
+ 2,10 




0.57 
1,08 

1.53 


7,6 
7,5 
7,4 


+ 160,816 

+ 151,875 
+ 143,264 


+ 16,80 

+ 16,50 
+ 16,20 


+ 
+ 
+ 


91,08 

87,75 
84,48 


2.6 

2.5 

2,4 


+ 
+ 
+ 


0,416 
0,625 
0,864 


+ 1,80 
+ 1.50 

+ 1,20 


E 


1,92 

2.25 
2,52 


7.3 

7,2 

7,1 

+ 7.0 

6.9 
6,8 

6,7 


+ 134,977 
-f- 127,008 

+ 119,351 


+ 15,90 
+ 15,60 
+ 15,30 


+ 
+ 

+ 


81,27 
78,12 
75,03 


2,3 

2,2 
2.1 

+ 2,0 

1.9 
1,8 

1.7 


+ 
+ 
+ 


1,127 
1,408 
1,701 


+ 0.90 

+ 0,60 

+ 0.30 


- 


2.73 
2,88 

2.97 


+ 112,000 


+ 15,00 


+ 


72,00 


+ 


2,000 


±0,00 




3.00 j 


+ 104,949 
+ 98,192 
+ 91,723 


+ 14,70 
+ 14,40 
+ 14,10 


+ 
+ 
+ 


69,03 
66,12 

63,27 


+ 

+ 
+ 


2,299 
2,592 
2.873 


— 0,30 

— 0,60 

— 0,90 




2.97 
2,88 

2,73 


6,6 

6,5 
6,4 


+ 85,536 
+ 79,625 
+ 73,984 


+ 13,80 
+ 13,50 
+ 13,20 


+ 
+ 

+ 


60,48 

57,75 
55,08 


1.6 
1,5 

1.4 


+ 
+ 
+ 


3.136 
3.375 
3,584 


— 1,20 

— 1,50 
— 1.80 


^H^ 


2.52 
2.25 
1,92 


6,3 
6,2 

6,1 
+ 6.0 

5,9 

5,8 

5,7 


+ 68,607 
+ 63,488 
+ 58,621 


+ 12,90 
+ 12,60 
+ 12,30 


+ 
+ 

+ 


52,47 
49,92 
47,43 


1.3 
1,2 

i.l 
+ 1,0 

0,9 
0,8 

0.7 


+ 
+ 
+ 


3.757 
3.888 

3,971 


— 2,10 

— 2,40 

— 2.70 


=F 


1.53 
1,08 

0,57 


+ 54,000 


+ 12,00 


+ 


45,00 


+ 


4,000 


— 3.00 


0,00 


+ 49,619 
+ 45,472 
+ 41.553 


+ 11,70 
+ 11,40 
+ 11,10 


+ 
+ 
+ 


42,63 
40,32 
38,07 


+ 
+ 
+ 


3,969 
3.872 

3.703 


— 3.30 

— 3.60 

— 3.90 


+ 
+ 
+ 


0,63 

1.32 
2,07 


5,6 
5,5 
5,4 


+ 37,856 

+ 34,375 
+ 31,104 


+ 10,80 
+ 10,50 
+ 10,20 


+ 

+ 
+ 


35,88 

33,75 
31,68 


0,6 

0.5 
0,4 


+ 
+ 

+ 


3,456 
3.125 
2,704 


— 4.20 

— 4.50 

— 4.80 


+ 
+ 

+ 


2,88 

3.75 
4.68 1 


5,3 

5,2 

5,1 

+ 5.0 


+ 28,037 
+ 25,168 
+ 22,491 


+ 9,90 
+ 9,60 
+ 9,30 


+ 
+ 
+ 


29,67 
27,72 

25,83 


0,3 
0,2 

0,1 
+ 0,0 


+ 
+ 
+ 


2,187 
1,568 
0,841 


— 5.10 

— 5.40 

— 5,70 


+ 

+ 
+ 


5.67 1 
6,72 

7.83 


+ 20,000 


+ 9,00 


+ 


24,00 1 

1 


± 


0,000 


— 6,00 


+ 


9,00 



LIV 



b. 



1 
1 

m — 


M — VW 


P = 
3»f* — xa»f-f"9 


m = 


M — VW 

N 

»1»— 6»»* + 9*'«= 3»» — 6=» 


P = 
3»f' — 121W-I-9 


— 0,1 

0,2 

o,3 


-f- o,ooo 


— 6,00 


+ 9.00 


5.0 

5.2 

5.3 


— 320,000 


— 21,00 


4- 144,00 


— 0,961 

— 2,048 

— 3,267 


— 6,30 

— 6,60 

— 6,90 


+ 10,23 
+ 11,52 
+ 12,87 


— 334.611 
349.648 

— 365.117 


— 21,30 

— 21,60 

— 21,90 


4- 148,23 

4-152,52 

4- 156,87 


o,4 

0,5 
0,6 


— 4,624 

— 6,125 
-- 7,776 


— 7.20 

— 7,50 

— 7,80 


+ 14,28 

+ 15.75 
-f 17.28 


5.4 
5.5 
5.6 


— 381,024 

— 397,375 

— 414.176 


— 22,20 

— 22,50 

— 22,80 


4- 161,28 
4- 165,75 
4- 170,28 


o,7 
o,8 

0,9 

— i,o 

1,1 

1,2 

1,3 


— 9,583 

— 11.552 
-- 13.689 


— 8,10 

— 8,40 

— 8,70 

— 9,00 


+ 18,87 

4- 20,52 
+ 22,23 


5.7 
5.8 
5.9 

-6,0 

6.1 
6,2 

6,3 


— 431.433 

— 449,152 

— 467.339 


— 23,10 

— 23,40 

— 23,70 


4- 174,87 
4- 179,52 
4- 184,23 


— 16,000 


+ 24,00 


— 486,000 


— 24,00 


4- 189,00 


— 18,491 

— 21,168 

— 24,037 


— 9,30 

— 9,60 

— 9,90 


+ 25,83 
-f 27,72 
+ 29,67 


— 505,141 

— 524,768 

— 544,887 


— 24,30 

— 24,60 

— 24,90 


4- 193,83 
4- 198,72 
4- 203,67 


t.4 

1,5 
1.6 


— 27,104 

— 30.375 

— 33.856 


— 10,20 

— 10,50 

— 10,80 


+ 31.68 

4- 33.75 
+ 35.88 


6.4 

6,5 
6,6 


— 565,504 

— 586,625 

— 608,256 


— 25,20 

— 25,50 

— 25,80 


4- 208,68 

4-213.75 
4- 218,88 


1,7 
1.8 

1,9 
— 2,0 

2,1 
2,2 

2,3 


— 37,553 

— 41,472 

— 45,619 


— 11,10 

— 11,40 

— 11,70 


+ 38.07 
+ 40,32 
+ 42,63 


6,7 
6,8 

6,9 
7,0 

7.1 
7.* 
7,3 


630,403 

— 653,071 

— 676,269 


— 26,10 

— 26,40 

— 26,70 


4- 224,07 
4- 229,32 
4- 234,63 


— 50,000 


— 12,00 


+ 45,00 


— 700,000 


— 27,00 


4- 240,00 


— 54,621 

— 59,488 

— 64,607 


— 12,30 

— 12,60 

— 12,90 


+ 47,43 
+ 49.92 
+ 52,47 


— 724,271 

— 749,088 

— 774,457 


— 27,30 

— 27.60 

— 27,90 


4- 245.43 
4- 250,92 

4- 256,47 


2,4 

2,5 
2,6 


■— 69,984 

— 75,625 

— 81,536 


— 13,20 

— 13,50 

— 13,80 


+ 55,08 
+ 57,75 

4- 60,48 


7.4 
7.5 
7,6 


— 800,384 

— 826,875 

— 853,936 


— 28,20 

— 28,50 

— 28,80 


4- 262,08 

4- 267,75 
4- 273,48 


2,7 
2,8 

2.9 

3»o 

3,1 
3,2 
3,3 


— 87,723 

— 94,192 

— 100,949 


— 14,10 

— 14.40 

— 14,70 


+ 63,27 

+ 66,12 
+ 69,03 


7,7 
7.8 

7.9 

— 8,0 

8,1 
8,2 

8,3 


— 881,573 

— 909,792 

— 938,599 


— 29,10 

— 29,40 

— 29,70 


4- 279,27 
4-285,12 

4-291,03 
4- 297,00 


— 108,000 


— 15.00 


4- 72,00 


— 968,000 


— 30,00 


— 115,351 

— 123,008 

— 130,977 


— 15.30 

— 15,60 

— 15,90 


H- 75.03 
+ 78,12 
+ 81,27 


— 998,001 

— 1028,608 

— 1059,827 


— 30,30 

— 30,60 

— 30,90 


4- 303,03 
4- 309,12 

4-315,27 


3.4 
3.5 
3,6 


— 139,264 

— 147.875 

— 156,816 


— 16,20 

— 16,50 

— 16,80 


+ 84,48 

+ 87,75 
+ 91,08 


8,4 

8.5 
8,6 


— 1091,664 

— 1124,125 

— 1157,216 


— 31,20 

— 31,50 

— 31,80 


4- 321,48 
4- 327,75 
4- 334,08 


3,7 
3.8 
3,9 

4.1 
4.2 

4,3 


— 166,093 

— 175,712 

— 185,679 


— 17.10 

— 17.40 

— 17.70 


+ 94,47 
+ 97,92 
4- 101,43 


8,7 
8,8 

8,9 

9.1 
9.2 

9.3 


— 1190,943 

— 1225,312 

— 1260,329 


— 32,10 

— 32,40 

— 32,70 


4- 340,47 
4- 346.92 

4- 353,43 


— 196,000 


— 18,00 

— 18,30 

— 18,60 

— 18,90 


4* 105,00 


— 1296,000 


— 33,00 


4- 360,00 


— 206,68 1 

— 217,728 

— 229,147 


4- 108,63 
4- 112,32 
4- 116,07 


— 1332,331 

— 1369,328 

— 1406,997 


— 33,30 

— 33,60 

— 33,90 


4- 366,63 
4- 373,32 
4- 380,07 


4.4 

4.5 

1 4.6 


— 240,944 

— 253,125 

— 265,696 


— 19,20 

— 19,50 

— 19,80 


4- 119,88 

4- 123,75 
4- 127,68 


9,4 
9,5 
9,6 


— 1445,344 

— 1484,375 

— 1524,096 


— 34,20 

— 34,50 

— 34,80 


4- 386,88 

4- 393.75 
-f- 400,68 


4.7 
4.8 
4,9 

5,o 


— 278,663 

— 292,032 

— 305,809 


— 20,10 

— 20,40 

— 20,70 


4- 131,67 
4- 135,72 
4- 139,83 


9,7 
9,8 
9,9 

—10,0 


— 1564,513 

— 1605,632 

— 1647,459 


— 35,10 

— 35,40 

— 35,70 


4- 407,67 
4- 414,72 
4-421,83 


— 320,000 


— 21,00 


4- 144,00 


— 1690,000 


— 36,00 


+ 429,00 
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Tabelle IV. 



Beispielsweise Entwickelung der Werth-Reihen für ???, n und v 

für vw=^-\- 15. 









• 


• VW 














"•- N 




V = — «» + P» 


m — 


















M = 


Ar = 


m A 




p« 






«»• — 6«r»-|~9*'' — 


3M>.6 = 


«* = 


n — 


3»w* — xa»w + 9 


v = 


+ lo 


+ 


490 


+ 24 


+ 19,791666666666 




t 4,448782 


+ 189 


— 


b 751,75123 


+ 9 


+ 


324 


+ 21 


+ 14,714285714285 




I 3,835920 


+ H4 


- 


I 495,92961 


+ 8 


+ 


200 


+ 18 


+ 10,277777777777 




I 3.205897 


--I05 


- 


b 303,67050 


+ 7 


+• 


112 


+ 15 


+ 6,466666666666 




h 2,542962 


+ 72 


- 


- 166,64884 


+ 6 


+ 


54 


+ 12 


+ 3,250000000000 




- 1,802776 


+ 45 


- 


h 75,26598 


-h 5 


+ 


20 


+ 9 


+ 0,555555555555 




I 0,745356 


+ 24 


- 


I 17.47446 


+ 4 


+ 


4 


+ 6 


— 1,833333333333 


imaginär 


+ 9 


imaginär 


+ 3 


+ 





+ 3 


— 5,000000000000 


imaginär 


-- 


imaginär 


+ 2 


+ 


2 


± 


- - unendlich 


unbestimml 


— 3 


unbestimmt 


4- I 


+• 


4 


— 3 


+ 3.666666666666 




b 1,914854 


-- 


- 


h 7,02113 


H- o 


+ 





— 6 


+ 2,500000000000 




bi.581139 


+ 9 


- 


b 10,27740 


— I 




16 


— 9 


-- 3,444444444444 




- 1,855921 


-- 24 


- 


I 38,14949 


— 2 


— 


50 


— 12 


-- 5,416666666666 




b 2,533114 


-- 45 


_ 


b 97,73586 


— 3 


— 


108 


— 15 


-- 8,200000000000 




h 2,863564 


-- 72 


- 


- 182,69540 


— 4 


— 


196 


— 18 


-- 11,722222222222 




1 3,423773 


+ 105 


- 


- 319,36188 


— 5 




320 


— 21 


-- 15,952380952380 




1 3.994043 


+ 144 


— 


: 511,42765 


— 6 


— 


486 


— 24 


-- 20,875000000000 




b 4.568917 


-- 189 


- 


h 768,14921 


— 7 


— 


7CX) 


-27 


-- 26,481481481481 




- 5,146016 


+ 240 


— 


- 1098,76948 


— 8 


— 


968 


— 30 


-- 32,76666^666666 




h 5.724218 


+ 297 


— 1512,53640 


— 9 


— 


1296 


— zz 


+ 39,727272727272 




: 6.302958 


--360 


+ 2018,66569 


— lO 




1690 


-36 


+ 47,361111111111 




-6,881941 


+ 429 


- 


- 2626,41606 



LIX 



b. 



m 



«' 



M — VW 
N 






n} 



n 



V = — «' + Pn 



P = 
3ft* — xa»« + 9 



+ 5»o 

+ 4'9 
+ 4,8 

+ 479 

+ 4,78 

+ 4.779 
+ 4.778 
+ 4.777 
+ 4.776 
+ 4.775 
+ 4.774 
+ 4.773 

+ 4.7729 

+ 4.7728 



4-20,000 
+ 17,689 
+ 15,552 

+ 15.347639 
+ 15,144952 



15.124775139 
15,104614052 

15,084471433 

15,064344576 

15,044234375 

15,024140824 

15,004063917 



+ 9.0 

+ 8,7 
+ 8.4 

+ 8,37 
+ 8,34 

+ 8,337 
+ 8,334 
+ 8,331 
+ 8,328 

+ 8,325 
+ 8,322 

+ 8,319 



+ 0,555555555555 

4- 0,309080459740 

+ 0,065714285714 

+ 0,041533930705 

+ 0,017380335731 

+ 0,014966431450 

+ 0,012552790017 

4- 0,010139410995 

+ 0,007726293948 

+ 0,005313438438 

4- 0,002900844028 

-j- 0,000488510277 



4- 1 5,002057 14 1489 + 8,3 1 87 + 0,00024729 1 222 
4-15,00005053235214- 8,3184,4- 0,000006074768 



+ 0,745356 
+ 0,555950 
+ 0,256348 

+ 0,203799 
± 0,131834 

+ 0,122337 
+ 0,112039 
+ 0,100695 
+ 0,087899 
+ 0,072893 
+ 0,053859 
+ 0,022102 

+ 0,015725 
+ 0,002465 



4-24,00 
+22,23 
+20.52 

+20,3523 
+20,1852 

4-20,168523 
-f-20,151852 
4- 20.135187 
4-20,118528 
4-20,101875 
4-20,085228 
+20,068587 



+ 17^4744'^ 

+ I2,l80Q4 

+ 5,24345 

+ 5.13^*32 

+ 2,65881 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



2,46553 

2,2563g 
2,02853 

1,76910 

1,46567 

1,08101 

0,44355 



4-20,06692323+ 0,31555 
4-20,065259521+ 0,0494^' 



Uebergang des 7/-Werthes vom reellen Unendlich-Kleinen zum imaginären Unendlich-Kleinen. 



+ 4.7727 


+ 14. 


+ 4.772 


+ 14, 


+ 4.77 


+ 14, 


+ 4.7 


+ 13. 


+ 4.6 


+ 11, 


+ 4,5 


+ 10, 


+ 4,4 


+ 8, 


+ 4.3 


+ 7, 


— 4.2 


+ 6, 


+ 4.1 


+ 4. 


+ 4.0 


+ 4. 


— 0.9 


+ 3. 


+ 3.8 


+ 2, 


-\-3^7 


+ I, 


+ 3,6 


-1- I, 


+ 3.5 


+ 0, 


+ 3.4 


+ 0, 


+ 3,3 


+ 0, 


+ 3.2 


+ 0, 


+ 3.1 


+ 0, 


+ 3.0 


+ 0. 


+ 2,9 


— 0, 


+ 2,8 


+ 0, 


+ 2,7 


+ 0, 


+ 2,6 


+ 0. 


+ 2,5 


+ 0, 


+ 2.4 


+ 0. 


+ 2,3 


+ I. 


+ 2,2 


+ I. 


+■2,1 


+ I. 


+ 2.09 


+ I. 


+ 2,08 


+ I. 


+ 2,07 


+ I. 


+ 2,06 


+ I. 


+ 2,05 


+ I. 


+ 2,04 


— I, 


+ 2,03 


+ I. 


-f- 2,02 


+ I. 


4-2,01 


+ I. 


-f 2,00 


+ 2. 



908044089583'+ 8 

8 



984003648 

943933 
583 
776 
125 
,624 
,267 
,048 
,961 
.000 

159 
.432 
,813 
,296 

,875 

544 

297 
128 

»031 

,000 

,029 

112 

243 
,416 

,625 

•864 

127 

.408 

701 

.730729 
,760512 

790343 
,820216 

,850125 

,880064 

,910027 

,940008 

,970001 

,000000 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



3181 
316 

31 
I 

8 

5 

2 

9 
6 

3 
o 

7 

4 
I 

8 

5 

2 

9 
6 

3 
o 

7 

4 
I 

8 

5 
2 

9 
6 



27 

24 
21 

18 

15 
12 

09 

06 

03 
00 



— 0,0002351390^4 

— 0,001923563252 

— 0,006746931808 

— 0,174938271605 

— 0,413333333333 

— 0,650000000000 

— 0,885555555555 

— 1,120715942029 

— 1,356363636363 

— 1,593492063492 

— 1,833333333333 

— 2,077368417895 

— 2,327407407407 

— 2,585686274509 

— 2,855 000000000 

— 3,138888888888 

— 3,441904761905 

— 3,770000000000 

— 4,131111111111 

— 4,536060606060 

— 5,O0OO0C.gX)00O0 

— 5,544814814845 

— 6,203333333333 

— 7,027142857143 

— 8,102222222222 

— 9.583333333333 

— 11,780000000000 

— 15,414444444444 
-- 22,653333333333 

— 44,330000000000 

— 49,145448148148 

— 55,164533333333 

— 62,903128571428 

— 73,221022222222 

— 87,599166666666 
— 109,332800000000 

— 145,444144444444 
—217,666533333333 
—434.333300000000 

— unendlich 



+ 

± 
+ 



+ 
+ 
+ 

± 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 



0,015334 
0,043858 

0,082139 

0,418256 

0,642910 

0,806226 

0,941039 

1,058639 

1,164630 

1,262336 

1,354006 

1,441308 

1,525588 

1,608007 

1,689674 

1,771691 

1,855237 
1,941649 

2,032513 
2,129803 

2,236068 

2,354402 

2,490649 

2,650876 

2.846440 

3.095696 
3,432200 
3,926123 

4759552 
6,658078 



+20,063595871+ 



+ 7,010310 
+ 7,427283 

+ 7,93 "49 
+ 8,556928 

+ 9.359443 
+ 10,456233 

+ 12,060023 

+ 14753526 

4-20,840665 

+unendlich 



+20,051952 

4-20,0187 
4-18,87 
+ 17,28 

+ 1575 
4-14,28 

+ 12,87 

+ 11,52 
+ 10,23 
+ 9,00 
+ 7,83 
+ 6,72 

+ 5,67 
+ 4,68 

+ 375 
4- 2,88 

+ 2,07 

+ 1,32 

+ 0,63 

+ 0,00 

— 0,57 

— 1,08 

— 1,53 

— 1,92 

— 2,25 

— 2,52 

— 2,73 

— 2,88 

— 2,97 

— 2,9757 

— 2,9808 

— 2,9853 

— 2,9892 

— 2,9925 

— 2,9952 

— 2,9973 

— 2,9988 

— 2,9997 

— 3,0000 



+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



0,3070^ 

0,87952 

1.64487 
7,96507 

11,37522 
13,22211 
14,27145 
14,81 III 
14,90620 
14,92522 
14,66830 
14,28059 
13,8()26S 

. I3.2752'> 
12,73100 
12,204öS 
11,72863 

11,33923 
ii,o7.)4? 

ll,()026'i 

11,18034 

11,70890 

12,76044 

14,57220 

17,59731 
22,7017.^ 

3178217 

49,8oo0'> 

94,ii24(j 

275.37811 



+ 323,6520*. 

+ 387,5833^^ 
+ 475,21714 
+ 600,96887 

+ 791,80117 
+ 1111,89150 
+ 1717,91100 
+ 3167,1052(1 
+8989,28420 
+ unendlich 



Uebergang des 7'-Wcrthes vom imaginären Unendlich-G rossen zum reellen Unendlich-Grossen. 
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«» — 


N 


- 






V — 


-«»4-. 


Pn 




m 


= 




M— 


N = 













/> = 










m»- 


6m*-\-9m=B 


2m — 6 = 




n* — 




n — 


3»«*- 


— X9>«-f-9 




V = 


+ : 


i,00 


+ 


2,000000 


— 0,00 


-\- unendlich 


4- unendlich 




3,0000 




- 1 


inendlich 


+ 


1,99 


+ 


2,029999 


— 0,03 


4- 432,333366666666 


* 
4 


10,792628 




2,9997 




- ( 


)05i,7i964 


1 


1,98 


+ 


2,059992 


— 0,06 


4-: 


s 15,666800000000 


+ 


[4,685598 




2,9988 




« 


5211,23918 ; 


1 


1,97 


+ 


2.089973 


— 0,09 


4-1 


143,444744444444 


+ 


[1,976842 


— 


2,9973 




- 


[753,91248 


1 

-1- 


1,96 


+ 


2,119936 


— 0,12 


4- 


[07,333866666666 


+ 


[0,360206 


— 


2,9952 




- 


[143,03088 


+ 


»,95 


+ 


2,149875 


— 0,15 


4- 


85,667500000000 


+ 


9,255674 




2,9925 




- 


820,60814 


-f 


^94 


+ 


2,179784 


— 0,18 


4- 


71,223422222222 


+ 


8,439397 


— 


2,9892 




- 


626,30984 




1,93 


+ 


2,209657 


.— 0,21 


4- 


60,906395238095 


+ 


7,804255 




2,9853 




- 


498,62716 


1 


1,92 


+ 


2,239488 


— 0,24 


4- 


53,168800000000 


+ 


7,291694 




2,9808 




— 


409,42570 




1,91 


4- 


2,269271 


— 0,27 


4- 


47,150848150741 


+ 


6,866647 


— 


2,9757 




- 


344,20121 


— 


1,90 


+ 


2,299000 


--0,30 


+ 


42,336666666666 


— 


6,506663 


— 


2,9700 




— 


294.79517 i 

1 




1,8 


+ 


2,592 


— 0,6 


4- 


20,680000000000 


+ 


4,547527 




2,88 


=F 


107*13977 


1 

t 


1,7 


+ 


2,873 


— 0,9 


4- 


13,474444444444 


+ 


3,670755 


— 


2,73 


=F 


59,48248 


+ 


1,6 


4- 


3,136 


- ^2 


4- 


9,886666666666 


4" 


3,144307 


— 


2,52 


=F 


39,01037 




",5 


4- 


3,375 


1,5 


4- 


7,750000000000 


— 


2,783882 


— 


2,25 


=F 


27,83878 


+ 


1,4 


4- 


3,584 


-1,8 


4- 


6,342222222222 


4" 


2,518377 


— 


1,92 


=t; 


20,80739 , 


__!_ 
1 


1,3 


4- 


3,757 


2,1 


4- 


5,353809523809 


— 


2,313830 


— 


1,53 


=F 


15,92796 


1 


1,2 . 


4- 


3,888 


2,4 


4- 


4,630000000000 


+ 


2,151743 


— 


1,08 


=F 


12,28644 


4- 


1,1 


4- 


3,971 


2,7 


4- 


4,084814814815 


+ 


2,021092 




0,57 


=F 


9,40780 , 




1,0 


4- 


4,000 


— 3,0 


4- 


3,666666666666 


+ 


1,914854 


-- 


0,00 


T 


7,02113 


- - ( 


^,9 


4- 


3.969 


— 3,3 


4- 


3,342727272727 


± 


1,828312 


-- 


0,63 


T 


4,95971 1 


1 . 


3,8 


4- 


3,872 


-3,6 


4- 


3,091111111111 


+ 


1,758155 


-j- 


1,32 


=F 


3.11388 


+ < 


3,7 


4- 


3,703 


3,9 


4- 


2,896666666666 


± 


1,701959 
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1,657882 
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± 
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+ 


1,624466 


+ 


3,75 


± 


1.80494 


-1- ( 
1 


3,4 


4- 
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2,561666666666 
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— 
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1,585040 


4- 


5,67 


± 
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4- 
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4- 
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+ 
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4- 
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± 
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-6,9 


4- 
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4- 


12,87 


± 


16,63300 




3,4 
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7,2 


4- 
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4- 
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19,07552' 
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2,920000000000 
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ANWENDUNGEN 

DER 

INFINITESIMALRECHNUNG 

m DEN 

NATURWISSENSCHAFTEN, 

IM 

HOCHBAU UND IN DEK TECHNIK. 

LEHRBUCH UND AUFGABENSAMMLUNG. 

IN SECHS THEILEN, 
VON DENEN JEDER EIN SELBSTSTÄNDIGES GANZES BILDET. 

VERFASST VON 

D«- A»WED FUHRMANN, 

GEHEIMER HOFRATH, 
PROFESSOR AN DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN DRESDEN. 



Theil I : 

Natarwissenschaftliclie Anwendangen der Differentialrechnnng. 

Mit 28 Holzschnitten, gr. 8«. 1888. (XU, 148 S.) 
Geh. 8 M., gebd. in Leinen 4 M. 



Theil H: 

Naturwissenschaftliche Anwendangen der Integralrechnung. 

Mit 73 Holzschnitten, gr. 8°. 1890. (XI, 268 S.) 
Geh. 5,50 M., gebd. in Leinen 6,50 M. 



Theil m : 

Banwissenschaftliche Anwendangen der Differentialrechnnng. 

Mit 136 Holzschnitten, gr. 8°. 1899. (XVI, 348 S.) 
Geh. 11 M., gebd. in Leinen 12 M. 

Theil IV« V und VI befinden sich in Vorbereitung. 
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GRÜNDZÜGE 

DER 

WAHRSCHElNLlCHKElTS-ßECHNUNa 

VON 

Db. G. HAGEN, 

KCL. 0BEB-LANBE8-BAUDIREKT0B, WIBKL. GEHEIMER BATU. 
DRITTE UMOEABBEITETE AUFIiÄ^GE. 

1882. Preis geh. 6 Mark. 



DER 

CONSTANTEN WAHRSCHEINLICHE FEHLER 

VON 

Dr. Gt. HAGEN. 

Nachtrag zur dritten Auflage der Grundzüge der Wahrscheinlichkeits-Rechnung. 

1884. Preis geh. 1,60 Mark. 



TAFELN 

DER 

HYPERBELFUNCTIONEN 

UND DER 

KREISFUlSrCTIONEN. 

NEBST EINEM ANHANGE, ENTHALTEND 

DIE THEORIE DER HYPERBELFÜNCTIONEN. 

VON 

Db. W, LIGOWSKI. 

PROFESSOR. 

Gr. 8. 1889. geh. 5 Mark. gebd. in Leinen 6 Mark. 



RECHENTAFEL 



NEBST SAMMLUNG HÄUFIG GEBEAUCHTEB ZAHLENWEETHE. 

BERECHNET UND ZUSAMMENGESTELLT 

VON 

Db. H; ZIMMERMANN, 

GEH. OBERBAURATH. 

Preis: Gebunden in Leinen 5 Mark. 

Dieses Werk enthält auf 238 Seiten die durch Multiplikation der Zahlen von 1 bis 
1000 mit den Zahlen 1 bis 100 gebildeten Producte in sehr übersichtlicher Anordnung: 
ferner die Potenzen, Wurzeln, Kreisbogenlängen, Kreisinhalte, reciproken Werte, Logarithmen, 
eine Tafel der einfachen Factoren, sowie viele sonstige, bei Rechnungen aller Art gebrauchten 
Zahlen wcrthe. 



Druck von Oskar Bonde ia Altenburg. 



Verlag von Wilhelm Ernst & Söhn in Berlin W.66. 

Wilhelmstrasse 90. 

Bestimmiingeii vom 16. Mal 1890 — 111 8686 — über die Aufstellung von statischen Be- 
rechnungen zuHochbau-Constructionen, sowie über die hierbei anzunehmenden Belastungen 
bezw. Beanspruchungen, gr. 8. 20 S. mit 12 Abbildungen. 1899. geh. 1 M. 

Franeke, Adolf ^ Konigu Baanth. Mathematische Grundlagen der Wirthschaftslehre. gr. 8. 
1892. geh. 2 M. 

— Die elastische Linie des Balkens. Mit 6 Abb. gr. 8. 1895. geh. 1,60 M. 

HeiBZerlingy Dr« F*^ Kfl. Baunth nnd Profesfor am Polytechnikum znAachezv Die angreifenden Und 

widerstehenden Kräfte der Brücken- und Hochbau-Constructionen. Zum Gebrauche beim 
Berechnen von Brücken- und Hochbauten für Ingenieure und Architekten, sowie für 
technische Lehr-Anstalten bearbeitet. Mit 203 in den Text eingedruckten Holzschnitten, 
7 Reductions- und 14 Metallsorten tabellen. Zweite vermehrte Auflage. 8. 1876. 
steif geh. 4 M. 

Knrz^ A*9 Professor an der Poiytechn. Schul« In Aogsburff. Taschenbuch der Festigkeitslehre. Ein 
Anhang zu Lehrbüchern der reinen Mechanik. Mit Holzschnitten und einem Anhang 
über Mechanik der wässerigen und luftförmigen EOrper. 8. 1877. steif geh. 1,20 M. 

Lampe^ Prof. Dr. Die reine Mathematik in den Jahren 1884 — 1899. Nebst Actenstücken zum 
Leben von Siegfried Aronhold weil. Prof. der Mathematik (1860 — 1883) a. d. Kgl. Tech. 
Hochschule zu Berlin. Mit seinem Bildnisse. Ein Gedenkblatt zur hundertjähr. Jubel- 
feier d. Kgl. Techn. Hochschule zu Berlin. 48 S. gr. 8. 1899. 1,60 M. 

Iial)e89 R«) Tafeln zur Bestimmung der Querschnitte gewalzter eiserner Träger für Hoch- 
bauten. Unter Berücksichtigung aller vorkommenden Belastungsarten, gr. 8. XYl, 94 S. 
mit Holzschnitten. 1893. steif geh. 4 M., in Leinwand gebunden 5 M. 

Land 9 Robert ^ inrenienr. üeber die statische und geometrische Bestimmtheit der Träger, 
insbesondere der Fachwerkträger. Zugleich ein Beitrag zur Kinematik der Stabwerke. 
Mit 25 Holzschnitten. 8. 1887. Pappbd. 1 M. 

— Einfluss der Schubkräfte auf die Biegung statisch bestimmter und die Berechnung statisch 

unbestimmter gerader voll wandiger Träger. Anhang: Neue Schwerpunktsbestimmungen 
von Trapezen und Vierecken, nebst praktischen Anwendungen, gr. 8. 82 S. mit 
26 Holzschnitten. 1894. 1,60 M. 

— üeber die Ermittelung und die gegenseitigen Beziehungen der Einflusslinien für Träger. 

gr. 8. 1890. geh. 1,60 M. 

— Die Ermittelung der Spannungsvertheilung und des Kernes beliebiger Querschnitte auf 

Grund einer einfachen Darstellung der Trägheits- und Centrifugalmomente von Flächen. 
Mit 15 Abbildungen in Holzschnitt. 8. 1892. geh. 2 M. 

Landsbergy Th«, Rejf.-Bamneiiter. Berechnung freitragender Wellblechdächer. gr. 8. 1891. 
geh, l,6ü M. 

— Das Eigengewicht der eisernen Dachbinder, gr. 4. 1885. geh. 1,50 M. 

— Der Wettbewerb für eine feste Strassenbrücke über den Rhein bei Worms. Mit 

43 Abbildungen. 4. 1896. 2 M. 

— Der Wettbewerb für eine feste Eisenbahnbrücke über den Rhein bei Worms. Mit 

4. Mit 19 Abbildungen. 1896. 2 M. 

— Der Wettbewerb für eine feste Rheinbrücke bei Bonn. 4. 16 S. mit 45 Abbildungen. 

1895. 1,60 M. 

Iiigowski, W«, Profeifor Dr. Die Bestimmung der Form und Stärke gewölbter Bogen mit 
Hülfe der hyperbolischen Funktionen, gr. 4. 1854. geh. 1,50 M. 

— Taschenbuch der Mathematik, Tafeln und Formeln zum Gebrauche für den Unterricht 

an höheren Lehranstalten und zur Anwendung bei Berechnungen. XXlll u. 219 Seiten 
mit Holzschnitten. Dritte vermehrte Auflage. 8. 1893. steif geh. 2,80 M., in Halbfranz 

5, — M., in Leinw. geb. 3,20 M. 
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Tabelle IV. 



Beispielsweise Entwickelung der Werth-Reihen für m, n und v 

für VW = + IS 



